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谢 衷 洁 , 田 ,1935 年 10 月 1 日 生 于 福建 泉 
州 。1954 年 高 中 毕业 于 北京 师 大 附中 ， 同 年 入 
北京 大 学 数学 力学 系 , 1959 年 毕业 于 概率 论 专 
门 化 ， 后 留 校 工作 。1987 年 任教 授 , 现任 职 于 
北京 大 学 数理 统计 研究 所 副 所 长 。 主 要 研究 方 
向 是 时间 序 丈 分 析 及 应 用 ， 至 今 在 国内 外 刊物 
和 会 议 文集 上 已 发 表 40 多 篇 论文 , 并 著 有 《要 
率 论 》(1985), 《时 间 序 列 分 析 》(1990) 及 国 
外 World Scientific Pub. Co. 出 版 的 “Case 
Studies in Time Series Analysis” (1993) 等 专 
3 1986 年 曾 获 Vienna EMCSR 组 织 委员 会 颁 
发 的 《最 优 论 文 奖 》,1987 年 北京 市 科技 进步 二 
等 次 ，1990 年 国家 教委 科技 进步 一 等 奖 ，1991 
年 国家 自然 科学 奖 三 等 奖 等 。 

历任 中 国 概率 统计 学 会 剧 秘书 长 ， 寺 间 序 
列 分 析 专 业 委员 会 主任 ,《 应 用 概率 统计 》 执 行 
编 委 ,《Jnternational Statistical Review) 的 As- 
sociate Editor 等 职 。 


从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 济 
学 与 工程 技术 ,无 不 用 到 数学 。 一 个 人 从 入 小 学 到 大 学 
毕业 的 十 六 年 中 ,， 有 十 三 四 年 有 数学 课 . 可 见 数 学 之 重 
要 与 其 应 用 之 广泛 . 

但 提起 数学 , 不 少 人 仍 觉得 头痛 ,难以 入 门 ， 其 至 
望 而 生 划 .我 以 为 要 克服 这 个 鸿沟 ,还 是 有 可 能 的 . 近 
代数 学 难于 接触 ,原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 、 语 言 与 
概念 陌生 , 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽 象 与 概括 , 难于 了 解 
与 掌握 . RE, 如 果 知道 讨论 的 对 象 的 具体 背景 , WA 
可 能 掌握 其 实质 。 显然 ,一 个 非 数学 专业 出 身 的 人 , 要 
把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 遍 , 这 在 时 间 与 精力 上 都 
不 易 做 到 , 若 停 留 在 初等 数学 水 平 上 , 哪怕 做 了 很 多 难 
题 ， 似 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 . 这 就 促使 我 们 
设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ”小 俭 节 ， 其 中 每 本 小 册子 尽 
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用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数学 的 某 一 问题 或 方面 ,使 工 
程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 的 大 学 生 ， 甚 至 具有 中 学 数学 
水 平 的 人 ，, 亦 能 各 得 蔬 中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 ,这 对 
提高 我 国人 民 的 数学 修养 与 水 平 ， 可 能 会 起 些 作用 . E 
R, 要 将 一 门 数学 深入 浅 出 地 讲 出 来 ， 决 非 易 事 ,首先 
要 对 这 门 数 学 有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 ， 从 整体 上 
说 , 我 国 的 数学 水 平 还 不 高 , 能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 
还 难说 . 但 我 了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ,他们 诛 意 
为 “走向 数学 ” 扎 稿 ， 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 . 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 .中 国 数 学 会 数学 伟 
播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支 持 , 得 以 出 版 这 套 “走向 
数学 ” 丛书， 说 致 以 感谢 . 


序 
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本 书 是 通过 初等 的 数学 知识 来 介绍 近 半 个 世纪 以 来 无 论 在 
理论 和 应 用 上 都 得 到 了 极其 广阔 的 发 展 的 一 个 领域 一 滤波 ， 滤 
波 理论 的 出 现 ， 虽 然 从 党 景 上 看 它 是 起 源 干 电 工 类 的 信号 提取 
间 题 或 宇航 中 的 控制 问题 ， 然 而 为 这 方面 费 定数 学 基础 的 却 不 
能 不 归功 于 二 位 数学 大 师 一 苏联 的 A. H. Konmoropon 和 美国 的 
N. Wiener, 是 他 们 为 平稳 随机 过 程 的 滞 波 理论 作出 了 赤 出 的 贡 
献 . 随后 A. M. Irion 对 有 理 谱 窗 度 的 滤波 方法 给 出 了 系统 的 
解决 .60 年 代 随 着 字 航 技术 时 代 的 到 来 ,空间 飞行 器 的 控制 问 
题 推动 了 Kalman 滤波 的 出 现 一 六 、 七 十 年 代 吸 引 了 大 批 的 数 
学 工作 者 在 此 领域 工作 ， 也 出 现 了 大 批 的 应 用 数学 工作 者 ， 他 
们 不 公关 心 其 中 的 理论 问题 ,还 把 滤波 方法 广泛 地 应 用 于 医学 、 
生理 、 经 济 、 工 业 生 产 讨 程 及 国防 等 .70 年 代 时 间 序 列 的 理论 
和 方法 的 出 现 又 从 另 一 个 角度 和 滤波 问题 挂 起 名 未 ， 从 而 也 就 
更 深入 地 推动 它 的 理论 和 应 用 《目前 ， 这 方面 还 在 发 展 之 中 )， 
提 到 的 是 殖 着 信息 时 代 的 到 来 ， 高 科技 的 一 个 重要 领 
问题 紧密 担 关 的 ， 例 如 : 图 象 的 传输 、 识 别 、 加 工 
等 都 草 含 着 二 维 或 高 维 甚 至 是 对 空 的 (Spatial) 滤波 问题 . 这 方 
面 从 数学 上 看 仍然 存在 许多 问题 没有 解决 ， 也 是 近年 来 许多 数 
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学 工作 者 工作 的 重点 领域 之 一 

由 于 本 书 的 任务 是 介绍 读者 去 初步 认识 什么 是 羔 波 问题 ， 
它 有 什么 用 处 ， 因 而 不 可 能 全 面 地 蝴 开 滤波 的 数学 理论 ， 由 于 
数学 工具 的 限制 ， 许 多 内 容 不 能 在 本 书 中 介绍 ,但 在 初等 知识 
的 范围 内 读者 可 以 看 到 ; 工程 的 、 实 际 的 背景 是 如 何 提出 并 提 
成 数学 问题 的 ; 反 过 来 ， 孝 学 问题 的 解决 或 理论 背景 的 支持 又 
如 何 指导 实际 问题 取得 成 果 的 ， 如 MinMax 滤波 如 何 运用 于 海 
洋 石油 勘探 的 ; 极 大 信 噪 比 滩 泪 如 何 帮 助 天 文 工 作者 发 现 了 天 
王 星 的 光环 ;X-il 如 何 运 用 于 经 济 预 测 ;Kalman 滤波 如 何 应 用 
于 散射 通信 与 生理 医学 等 等 、 

本 书 对 数学 知识 的 要 求 是 初等 微 积分 和 线性 代数 ， 本 书 头 
二 章 是 为 没 学 过 概率 统计 和 线性 系统 知识 的 读者 写 的 ， 对 于 具 
有 这 方面 知识 的 读者 可 以 从 第 三 章 开 始 阅读 . 

限于 水 平和 写作 时 间 的 限制 ,本 书 一 定 有 许多 不 妇 之 处 , 且 
请 读者 提出 批评 ， 将 来 若 有 修改 的 机 会 ， 必 根据 读者 的 宝贵 意 
见 作 修改 和 补充 ， 图 象 滤波 这 次 没 能 写 入 本 书 就 是 一 项 缺陷 . 

作者 愿 借 此 机 会 对 地上 中 教授 表示 衷心 的 感谢 ， 是 在 他 的 鼓 
励 和 帮助 下 作者 才 鼓 起 勇气 提 笔 写 出 这 本 书 的 ; 本 书 的 一 些 新 
结果 是 属于 国家 自然 科学 基金 会 “应 用 统计 ”资助 项 目的 ， 在 
KERERE NEE. 
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第 一 章 ”概率 统计 基本 知识 


$1 随机 变量 及 其 分 布 


1.1 随机 现象 及 其 统计 规律 性 . 


在 我 们 的 日 常生 活 中 ， 经 常会 遇 到 各 种 各 样 的 随机 现象 
一 一 即 人 们 常 说 的 偶然 现象 ,它们 的 出 现 与 否 是 随机 会 而 变 的 . 
在 重复 观察 中 ， 它 们 的 出 现 与 否 是 不 能 预料 的 ， 例 如 : 

1. 搓 …~ 枚 匀称 的 硬币 看 它 是 天 出 国徽, 

2. 买 一 只 灯泡 ， 它 的 寿命 是 否 超过 500 小 时 - 

3. 在 一 小 时 内 ， 某 电话 机 接 到 3 次 以 上 的 呼叫 . 

4. 某 厂 生产 的 电视 机 一 万 小 时 内 不 出 现任 何故 障 和 异常 . 

5. 某 市 股票 价格 半年 内 将 降 至 最 低 点 . 

6. 某 产品 的 开 箱 合格 率 为 100 色 、 

等 等 ， 类 似 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 ， 读 者 也 一 定 有 许多 与 随机 
现象 打 过 交道 的 体会 。 因 而 认识 到 随机 现象 是 普遍 存在 的 ， 在 
现实 世界 中 它 是 事物 发 展 的 正常 现象. ， 

虽然 人 们 事先 无 法 预料 随机 现象 的 结果 ， 但 是 并 不 是 说 它 
毫 无 规律 可 言 ， 事 实 上 经 过 大 量 的 实验 ， 随 机 现象 的 规律 性 仍 
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然 是 可 以 认识 的 一 一 只 是 这 种 规律 不 同 于 道 常人 们 理解 的 确定 
性 的 规律 (如 物理 学 中 的 下 ma 等 等 ). 随机 现象 的 规律 性 往往 
体现 在 大 数量 的 观察 之 中 ， 历 史上 大 量 的 科学 实践 以 及 近代 概 
率 理论 ， 都 揭示 出 随机 现象 的 稳定 规律 一 一 在 大 量 同类 随机 现 
象 中 所 出 现 的 一 种 集体 性 质 的 规律 性 ， 我 们 称 为 统计 规律 性 . 

例如 ， 搓 一 枚 硬币 能 出 现 国 微 是 属 偶然 现象 .但 是 如 果 人 
们 多 次 重复 投掷 同一 枚 硬币 ， 就 会 发 现 一 种 明显 的 规律 性 : 即 
出 现 国徽 的 次 数 约 占 投掷 总 次 数 的 一 半 ， 下 表 1. 1 就 是 历史 上 
许多 学 者 进行 这 一 实验 的 记录 . 


实验 者 miska 出 现 国徽 次 数 百分比 


莫 岗 2048 1017 0. 4966 
莫 岗 2048 1039 0. 5073 


WE 4040 2048 0. 5069 


皮尔 还 12000 8019 0.5016 


皮尔 还 24000 12012 0.5005 


维尼 30000 14994 0. 4998 


Wii 

出 以 上 记录 可 以 看 出 ， 随 着 投掷 次 数 的 增多 ， 这 一 百分比 
OE CHE T 50% ( 见 图 1. 1), 这 一 结果 并 不 奇怪 , 因为 匀称 
的 硬币 有 两 面 ， 国 徽 的 一 面 占 1/2 一 0. 5. 

再 举 一 例 子 . 

曾 有 人 统计 过 某国 家 因 没有 写 清 地 址 或 其 它 原 因 无 法 投递 
的 信件 数 占 全体 信件 的 比例 数 许 多 年 几乎 保持 不 变 〔 见 表 
1.2). 


.2. 


TEA E 
a | asa | wees |£ awam 
1906 983 54861 56 

1907 1076 | 53500 50 加 
1908 1214 59627 49 

1909 1357 62088 46 

1910 1507 | _ 7sm 51 

%12 
法 国 数学 家 Laplace 对 生男 生 女 性 中 比例 的 统计 也 得 到 过 


非常 惊人 的 稳定 规律 RRE [18]. 
许多 例子 非常 令 人 信服 地 认识 到 大 量 同 类 随机 现象 的 重复 
实验 (观察 ) 往往 呈现 十 分 明显 和 稳定 的 规律 性 即 统计 规律 性 . 
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图 1.1 投掷 硬币 出 国徽 的 站 分 比 数 ， 随 着 次 数 的 增加 而 接近 于 172. 
(EMA: H，Cramar，Mathematical Methods of Statistics. ) 


.3. 


随机 事件 出 现 的 可 能 性 的 大 小 是 ~ 个 客观 指标 ， 如 上 述 掷 
硬币 ,可 以 认为 “观察 一 次 可 出 国 微 的 可 能 性 为 1/2”; 它 的 含 
义 就 是 在 N 次 实验 中 ( 当 N 很 大 ) 出 国徽 的 次 数 约 为 N/2. i 
述 随 机 事件 出 现 可 能 性 大 小 的 值 称 为 概率 . 例如: 以 4 BE 
币 出 国徽 的 事件 ， 它 是 随机 的 ， 它 出 现 的 可 能 性 ， 即 发 生 的 概 


率 为 1/2， 记 为 Pia = +- an 
X lin, 搓 一 匀称 的 明子， 它 可 能 出 “1?”，“2?，…，“6” 
六 种 点 数 ， 记 B = {出 2 点 } ， 它 是 随机 事件 ， 则 
PIB) = L. (1.2) 
又 令 C = { 出 偶数 点 ) ， 则 
P(O) = $ = +- (1.3) 
以 下 称 这 种 包含 随机 事件 的 实验 (或 观察 ) 简称 为 随机 实验 . 一 
般 随机 事件 的 概率 定义 由 以 下 给 出 : 


定义 1. (概率 的 统计 定义 ) 设 是 可 以 重复 进行 的 随机 
实验 , 事件 4 在 每 次 实验 中 可 能 出 现 (也 可 能 不 出 现 ). 假定 进 
TT N 次 互 不 影响 的 独立 实验 ,其 中 4 出 现 了 asik. MURAT 
充分 大 的 N， 从 接近 于 某 个 数值 P+， 并 且 随 着 N 的 增加 ， 一 


般 说 来 , 二 者 的 偏差 愈 来 愈 小 , 则 称 4 为 随机 事件 ,并 定义 P. 
为 4 的 概率 ;” 记 为 


PA) = pas (1.4) 


定义 1.1 给 了 概率 的 统计 定 艾 在 许多 场合 P 可 以 通过 
排列 组 合算 出 , 更 一 般 的 , 虽然 Ps 不 可 能 知道 , 但 定义 1.1 告 
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诉 我 们 求 P. 近似 值 的 方法 ， 尤 其 在 应 用 工作 中 往往 用 充分 大 
的 = 所 对 应 的 p/n 来 作为 pa 的 估计 值 . 

统计 定义 1.1 显然 可 以 把 必然 事件 和 不 可 能 事件 《前 者 用 
ARR., BEWA) 包含 其 中 作为 特例 ， 显 见 


N 
Pim =N 
Pg) = Ë: = X = 0. (1.5) 


1.2 随机 变量 及 其 分 布 ， 


在 日 常生 活 ,科学 实验 等 活动 中 ,我 们 会 遇 到 二 种 类 型 的 随 
机 现象 ;一 种 是 它 的 各 种 可 能 的 结果 只 有 有 限 种 或 离散 型 的 无 
穷 多 种 (数学 上 称 可 列 多 种 ); 另 一 类 称 为 连续 型 的 , 它 的 观测 结 
果 可 能 充满 一 个 区 癌 . 前 者 如 : 掷 硬币 , 它 的 结果 只 有 “1”( 出 国 
徽 ) 和 “07( 出 反面 ?二 种 ; 掷 般 子 的 结果 只 有 “1?， 2” 6” 六 
种 点 数 , 连续 型 的 如 考查 本 市 每 日 的 最 高 气温 E E 可 能 出 现 
于 [一 T, ,TJ] 中 的 一 切 可 能 值 . 第 一 类 称 为 离散 型 ,第 二 类 称 为 
连续 型 . 为 方便 于 数学 上 统一 处 理 ,我 们 以 后 约定 ,对 离散 型 的 
实验 结果 都 用 数值 (如 0,1,2… 或 给 定 noron or RR: WA 
“1” 表 出 国徽 ,在 产品 检验 中 用 “1” 表 合格 品 ,“0” 表 不 合格 品 等 
等 . 这 是 为 了 统一 作 数 学 上 的 处 理 也 不 影响 对 问题 的 分 析 . 于 是 
不 管 是 第 一 种 的 离散 型 或 第 二 种 的 连续 型 的 实验 ,我 们 现在 都 
统 -成 这 样 的 随机 实验 : 即 每 进行 一 次 观测 或 实验 都 得 到 一 个 
数 5, 它 是 随机 会 变化 的 量 , 篇 称 为 随机 变量 . 
对 离散 型 随机 变量 ， 它 的 可 能 的 值 及 相应 出 现 的 可 能 性 可 
用 列表 方法 给 出 ， 记 为 
27]. 1 
i . 5. 


a 6) 有 方 秆 阵 上 一 排 宕 示 一 切 可 能 的 实验 结果 , 而 p 29 =, 出 
现 的 概率 可 能 性 )， 显 然 《1. 6) 应 满足 ; 
L p: = P(£ = I) > 0 = 1Y,2,* n, a.n 
2. Ip, = 1. a. 8) 
如 : 掷 硬 币 的 实验 ， 以 “1” 表 出 国徽 ,“0” 出 反而 ， 
E~ (y ° } (1.9) 
p 1—p 
如 匀称 的 硬币 ， 则 妃 一 十 ,1 一 尹 一 到. 
又 如 ,在 一 袋 中 装 有 2 个 红色 球 ,3 个 白色 球 5 个 蓝 色 球 ， 
作 任 取 一 球 看 颜色 的 实验 ,此 时 令 “1” 代 表 出 红色 球 ,“2” 出 白色 
球 , 3? 出 蓝 色 球 , 则 实验 结果 是 随机 变量 , 它 可 能 取信 为 1， 
2,3, 相 应 的 概率 为 0. 2,0, 3 和 0. 5. 则 (1. 6) 的 表 可 列 为 
esp a 3 (1.10) 
0.2, 0.3, 0.5 
理论 上 可 以 证 明 : 只 要 有 了 (1.6) 的 概率 分 布 表 ， 则 “人 和 任 
一 随机 事件 A” 的 概率 都 可 以 通过 该 圾 算出 . 如 (1, 10) 记 A= 
{ 出 “12 或 “出 2”), BJ 4 出 现 的 概率 , 列 P A) 一 0.2 十 0. 3 一 
0.5. 因此 , 在 概率 的 意义 上 我 们 就 掌握 了 上 述 摸 球 实验 的 规律 
tE 


对 于 离散 型 可 以 用 〈1. 6) 的 列表 方式 描述 , 但 对 于 连续 型 
随机 变量 (如 温度 , 人 的 身高 、 体重 等 等 ) 就 不 可 能 罗列 它 每 
一 个 点 的 可 能 取 值 和 相应 的 概率 〈 因 有 连续 性 无 穷 多 种 可 能 )， 
此 时 , 我 们 关心 的 是 出 现在 “ 任 一 区 介 a<<e<b” 的 可 能 性 的 
Kh, BP P(a<£<b iyii. 

为 此 ， 我 们 有 以 下 的 定义 ， 
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定义 1.2 《连续 型 随机 变 朋 ) ” 没 随 机 实验 的 结果 可 以 用 
变量 取 实 数值 表示 , 并 且 存 在 - :个 非 负 可 积 函 数 p(x) ,一 oo 
去 r<< 十 cc， 使 得 对 于 任何 区 间 a,b), A 

Pla<ë < = [roar aD 
RZ. MER E ERR HAMER, p(x) RA € REER 
数 〈 或 简称 概率 密度 ). 


不 难看 出 
Pla <&<b)= Pla £ <) = Pla < € <>) 
= rena, G1.12) 
# Pa = por) deol. C1.13) 


更 进一步, 对 任 一 随机 事件 A = (£ € E) (表示 出 现在 已 集 
合 内 ) 的 概率 为 

PEE E} = PIA) = pdr aw 
其 中 (1 14) 右边 的 表达 式 表示 p(x) 函数 在 集合 过 上 求 其 
积分 值 例如 问 4 = [ee C= 1,07 U [2 1 ]] 即 随机 变量 出 


现在 [一 1，0] 或 者 [0.5，1] 之 间 的 事件 ， 其 概率 的 计算 方 
法 为 
Pié€ [= 1,0 U [0.5,1J) = P(A) 


o , 
= Í uh de =f Pdz + |, poaz 
(1.15) 


1.3 常见 的 随机 变量 的 概率 分 布 . 
A， 常 见 的 离散 型 的 概率 分 布 : 


(1) 二 项 分 布 . 
(1.16) 


其 中 1>p>>0, 2=1—ə. an 
D 贝 努 里 二 项 分 布 . 
如 果 有 一 个 基本 的 二 项 实验 ; 出 “1” 的 概率 为 0<p<1, 出 
“O” 为 g=1 一 p, 对 该 实验 进行 重复 的 独立 观察 次 , E: 在 
n KEAP “I” URBAT RR OSES 的 概率 ， 回 答 是 


P, = P(E =k) = Opg EEEn. (1.18) 
亦 可 表 为 
0 1, 2, = k, m, n 
E~ Pa, Pa P, m, Pa m PI G. 19) 
BR, KAK, 0<k<n. (1.20) 
Tü H. H-P, =X1_ Clptg* "t 
= (p+q'=1"=1. 《1.21) 


贝 努 里 二 项 分 布 《1. 19) 的 最 简单 的 问题 是 : 搓 一 枚 义 称 的 硬 
币 有 分 布 

1, 
《1. 21). 


如 今 问 : 将 该 硬币 投掷 50 次 ， 它 出 国徽 欢 的 概率 ， 则 回答 为 
P= Pem = c+) |+)” = Zc, .22) 
(k = 0,1,2,..,50). 
Im. Fl 50 次 投 据 中 会 出 现 25 次 国 微 的 概率 为 


Ps 一 


m] = 0.1123. (1.23) 


又 如 , 一 车 间 生 产 的 产品 ， REREH 如 今 任意 抽查 

50 件 ， 求 不 多 于 1 件 庆 品 的 概率 ， 此 时 基本 的 二 项 实验 为 ( 记 
抽 中 废品 用 1 表示 ) 

[ w ° ): (1.24) 


0.03， 0.97 
所 问 的 事件 为 (£ — 0) 和 从 二 1} ， 故 
P(£<1)= P, + P, 
= Ch (0. 0325 (0. 97)® + Ckh(0. 0822 (0, 97)" 
= 0. 2181 + 0. 3372 = 0. 5553. G. 25) 
B. 常见 的 连续 型 的 概率 密度 函数 . 
由 《1.14) ATEH: 对 连续 型 的 随机 变量 而 言 ， 要 认识 
它 的 变化 规律 , 关键 是 要 掌握 它 的 概率 密度 函数 p. 因为 一 
BAT pG) ， 则 该 随机 变量 出 现在 任 一 范围 EE 之 内 的 可 能 
E MEZ) 都 可 以 用 《1. 14) 的 积分 算出 或 近似 算出 . 
统计 学 家 根据 大 量 的 考查 与 归纳 ， 总 结 出 以 下 几 种 重要 的 
连续 型 的 随机 变量 的 概率 密度 函数 : 
D HAA Ula, b] 
它 的 概率 密度 可 表 为 


1 
=, <=z<b 
rodea 当 e eh a26) 


其 图 象 如 图 1. 2 所 示 - 
Sm poH pode = L [a= 1 
(2) ESDH Nla, o). 
它 的 概率 密度 可 表 为 


1 Ca 


Jano WNT. (1.27) 


pG) 一 


9。 


QL 
(= ----- 
R 


O 


图 上 2 上 其 有 均匀 分 布 密 度 靖 数 的 图 形 
其 中 a 为 任意 实数 值 , >o. 其 图 象 如 图 1.3 所 示 . 从 中 可 以 看 
出 p(z) 的 最 大 值 是 x 一 a， 它 也 是 函数 的 对 称 轴 所 在 ， 而 o 值 
的 大 小 ， 反 映 了 p) 值 的 “ 胖 ” 与 “着 ”， 当 o。 很 小 时 , p(x) 
很 集中 ， 也 表示 变量 很 大 的 概率 取 值 在 +—a 附近 


BB1.3 正 态 概 率 密度 Nta.of) ， 中心 值 为 4a， 三 种 密 
BE P) + Pel 和 ps (z) 分 别 对 应 于 < 
<=. RB u 为 对 称 轴 - 


正 态 概率 分 布 是 最 重要 的 一 种 概率 分 布 ， 它 描述 了 我 们 现 
实生 活 (包括 科学 实验 ) 中 最 普遍 存在 的 概率 模型 ， 可 以 说 绝 
.10- 


大 部 分 常 遇 到 的 连续 型 随机 变 基 都 遵从 正 态 分 布 ， 因 而 如 果 能 
取得 一 组 对 随机 变量 的 观察 样本 ro ro es rns MERHER 
可 以 告 激 我 们 如 何 去 估 计 它 的 概率 密度 (1.27) 中 的 参数 = 和 
0. — E a 和 = 确定 之 后 则 与 该 随机 蛮 基 & 有 关 的 一 切 随机 事件 
的 概率 都 可 以 求 得 ， 

例如 , 以 某 地 气温 的 变化 为 例 , 设想 它 是 正 态 分 布 的 , 从 
气温 观测 zx ，zz，…，zie 中 估 得 〈 后 面 将 介绍 如 何 估计 za 一 
5《C) ，5 一 10， 则 蕊 的 概率 密度 为 


plr) 一 


uz? 1 oe D? 


et 
: 


(1.28) 
如 果 我 们 关心 它 出 现 冰点 以 下 温度 的 可 能 性 , 可 以 用 (1.14) 式 
来 求 


-f z= [P , e 
Plt <0) = [pear = =Í e yaz, 
(1.29) 
Dum, W| dz=l0du, (1.29) 可 改写 为 
P< -Edu = | 
txos f" = Ždu - = Zada, 
a. 30) 
其 中 
gr) 一 JE“ °° - co < z <+ e°. (1.31) 


称 为 标准 正 态 密度 亢 数 ， 它 对 应 于 (1.27) 的 N 0, 1). 
为 计算 方便 , 标准 Neo ，1》 函数 和 它 的 积分 都 有 表 可 查 
见 本 书 附录 )， 经 查 表 可 知 


-j° 


PESO = IK = 0. 3085. (1.32) 
将 如 果 关 心 出 现 (62230) 的 概率 ， 类 似 以 上 方法 可 求 得 
Ple 230) = | wz?dz = 0. 0063, (1.33) 


等 等 . 

一 般 地 ,N (a,o) 的 概率 计算 都 是 通过 变换 ,化 成 标准 
N(0,1) 再 查 表 算 出 数值 的 . 设想 遵从 N(ao) ,而 且 要 计算 
已 fa<sesp} 的 数值 ,此 时 


s 
Pla< < A) -f — , dn aw 
e yra 


& =Z, 则 dx=odu， 从 而 《1.34) 可 化 为 


5 
te 
Pla <E A) = | Lp)du, G1. 35) 


其 中 ,$Cz) 为 (1. 31) 所 示 的 NC0,1) 密 度 函 数 . (1. 35) 是 一 个 重 
要 的 计算 公式 . 

以 下 我 们 再 介绍 二 个 常见 的 ,在 统计 学 和 本 书 要 用 的 分 布 . 

D ydh 

BE G 6, oO En JE m PERLER" 随机 变量 ， 
BETERANO, 1) 变量 ， 则 

引 一 各 十 总 十 … 十 总 

也 是 随机 变量 ， 它 也 是 连续 型 的 ，7 所 对 应 的 概率 密度 为 


re z20, 
pa) 一 s| G.36) 
0, TO 


* 见 下 一 节 多 维 随机 变量 的 定义 和 独立 性 . 
-12% 


称 为 具有 mw 个 自由 度 的 兴 分 布 ， 图形 如 图 1.4 所 示 、 


图 1.4 不 同 自由 度 所 对 应 的 2: 分 布 密度 函数 
《1. 36》 中 的 工 (z) 为 三- 浮 数 ， 它 的 定义 为 


re) = ierdz,p >o, (1.37) 


是 有 表 可 查 的 特殊 函数 . 
(4) 一 分 布 
称 随机 变量 遵从 自由 度 为 (&,， k) 的 下 一 分 布 , 是 指 它 
的 概率 密度 函数 为 
各 十 如 许诺 
pa) 一 r| Ë) r[#) G, + kha) ri 
0, =< 0. 
.38) 


其 图 象 如 图 1. 5 所 示 . 
.13- 


(k,=10, k, =50) 


{k,=10, k =4) 


— 
x 


o 1.0 2.0 


图 1.5 KAARE (Qh. bo 的 所- 分布 密度 甬 数 


1.4 多 维 随机 变量 及 其 分 布 . 


在 现实 生活 中 许多 随机 现象 用 一 维 随机 变量 来 描述 是 不 够 
的 ， 如 调查 分 析 学 生 的 健康 状况 如果 仅 调查 和 量 测 学 生 的 身 
高 显然 是 不 够 的 , 还 应 调查 学 生 的 体重 、 血 压 、 脉 膊 等 等 指标 ， 
X im: 研究 气象 的 变化 只 记录 温度 《用 é 表示 ) 还 不 够 ， 比 如 
还 应 记录 气压 C) 和 湿度 (C) 等 等 ， 这 样 我 们 一 次 气象 观测 
记录 、 就 得 3 项 指标 ， 它 是 多 维 随 机 向 景 
E= Enin). 
如 果 我 们 考虑 的 是 ”个 随机 变 基 组 成 的 随机 向 量 
£ = (全 人) 
它们 的 一 次 实验 对 应 于 n 维 欧 氏 空 间 中 的 一 个 点 C. £, oe, 
Ê) ER™. 
如 果 存 在 一 个 元 非 负 吕 积 二 数 pers wr o c) 使 得 
对 任意 的 (a, ars l, a) € R, 有 
P(E <a, <a, £, <an} 


. J4» 


= pr er ,z T drda dEn. 


a. 39) 
《1.39) RERE Go £, uo &) 出 现在 
{= op <f a — so < 8, Lart, — eo < É, < a,) 
范围 内 的 概率 为 p(x,xo，,…,7,》 在 上 述 区 域 上 的 积分 
上 述 类 型 的 随机 变量 我 们 称 为 =” 维 连续 型 的 随机 变量 ， 
p(x1,… 7,) 称 为 向 量 E 的 概率 密度 函数 . 

有 重要 的 ” 维 概率 密度 是 = 维 正 态 概率 密度 ， 称 (人 ,5， 
oE 是 遵从 维 正 态 分 布 N (a, 的 ， 如 果 它 的 概率 密度 函 
数 具 有 形式 为 : 

PDE P(ZI,Z La) 
1 
《det 到 


= (27)? 


expl — Je- aVE a — a) 


a. 40) 
Epor Hoo, i=], 2, =, n, Q= (as ar s an) 
为 KRAM: Z EEEYKER: D AHER, HP 
C YRRRE 

NDE n=2 情况 下 , (1. 40) 对 应 的 图 象 如 图 1, 6 所 示 ， 

34 n=2 条 件 下 ,(1.40) 可 以 具体 地 写成 

P (m z.) 一 


1 和 
ey 


(1.41) 
Eeh—oso<zx,<+co,—co< zr, < Hoo 01>01,0 之 |p| 达 1, 对 
应 于 (1.40), 相 应 的 参数 为 

a = (a, saz) 0.42) 
. 15. 


GAESTI 


Birs ZEETMEP ENEE 


o g; 
J= | I ‘|. (1.43) 
Poo G; 
PE 2 = Le = 
1 #G( — 5 s= A 
s a i P z 后 1, 02445 
2 1 


Tana AaS 
关于 各 参数 的 实际 意义 我 们 将 在 Š 2 的 数字 表征 中 加 以 说 明 . 
不 难看 出 , 当 (1- p 2 一 0 时 , 则 变 为 


pG z)= gaga H a) 


rA O: 


b y 1 
= r 
Sma Sino, 
= plr) * px (zo). 
1 ua 


MP Aeee S e <=, < 
zo, 
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Cr 一 
(z) = —— 
mo, : 


, — oo < z, <+ c°. 
(1. 48) 
对 照 (1. 27) 一 维 正 态 分 布 密度 不 难看 出 , (1. 47) 对 应 于 N (al， 
DMA. 48) 对 应 于 入 (as,93) 的 二 个 一 维 正 态 分 布 密度 . 由 此 表 
明 , 二 维 正 态 分 布 (1.41) 中 车 p 一 0, 则 它 可 以 表示 为 二 个 一 维 
正 态 概率 密度 的 乘积 . 不 难看 出 ,此 时 (1. 47) 是 对 应 于 
£ = (E) (1.49) 
中 的 第 一 个 正 态 随 机 变量 5 的 密度 ; 而 《1. 48) 是 对 应 于 第 二 
个 所 变量 的 密度 函数 的 .由 此 表明 : 二 个 联合 的 随机 何 量 一 
Go ED 的 正 态 分 布 密度 〈 二 维 )， 当 o=0 时 可 以 由 每 一 个 分 
量 的 概率 密度 乘积 而 得 .粗略 地 说 : 即 掌握 二 个 因素 的 联合 规 
律 ， 只 需 掌握 各 个 因素 的 规律 即 可 ,这 表明 这 二 个 因素 彼此 之 
间 没 有 相互 作用 ， 或 说 是 彼此 无 关 的 、 独 立 的 .由 此 引出 : 


定义 1 .3 RTH) Ato) 为 n 维 随机 变量 
Con D 的 联合 密度 ,而 (zx,) A E 的 一 维 概率 密度 ,一 
1. 2, =, n. WEH 
PLEI zÜ m.) = PCT) Para) Palan) (1.50) 
XH or +o, i=l, 2, , n EE, WER E £r es 
& 为 二 个 相互 独立 的 随机 变量 ， Bb—Jbhb, WR E R 
都 是 相同 的 形式 ， 则 称 (8 ， 总 ，…， 名 ) 是 个 相互 独立 间 分 
布 的 随机 变量 . 


例如 ,和 和 所 都 是 遵从 NO, DARE, C, éD 的 联合 
密度 为 
. 17. 


PCT 24) 一 gedib, 
— co < z, <+ co, — co < z, <+ e°, 
《1.517? 
则 和 ,是 二 个 独立 同 N(0,1) 分 布 的 随机 变量 - 


32 随机 变量 的 数字 特征 


本 节 将 介绍 刻 划 随机 变量 统计 特性 的 数字 特征 . 我 们 在 上 
二 节 中 已 看 到 , 刻 划 随机 变量 的 统计 规律 性 的 最 好 手段 是 用 概 
率 分 布 函数 . 然而 如 何 去 表 达 具 体 的 函数 , 即 选择 PCz) 或 PCzi， 
…，z) 并 不 很 容易 , 在 许多 场合 ,人 们 对 侵 机 变量 变化 规律 并 不 
企 望 能 掌握 一 切 可 能 的 链 机 事件 的 概率 P(EEE}, 而 只 希望 能 
用 一 些 确定 的 数字 来 刻 划 它 的 特性 . 比如 ,对 于 随机 变化 的 数 
据 , 人 们 常用 平均 值 


X= YG + z + = + z) 
作为 对 数据 变化 水 平 的 认识 , 
2.1 数学 期 望 平 均值 ). 


对 随机 变量 的 变化 的 认识 就 是 求 它 的 平均 值 ， 即 称 为 数学 
期 望 . 


` 


定义 工 4 (均值 ) 设 $ 是 高 散 型 的 随机 变量 , 它 的 分 布 为 


¿ 0, 1, 2, — n .. 
Po P, Pa =, P, ef 52 


其 中 P,Z0, k=0, 1, 2, =, n, Z,P,=1. WR 
. 18> 


ZRP, <+ co， (1.53) 
则 称 ELE] = ZP, (1.54) 
为 的 数学 期 望 ， 简 称 的 均值 . 


例如 : 
D 二 项 分 布 
6 人 °), a.55) 
P: 9 
则 E[E]=1Xp+0Xq= p. (1. 56) 


(2》 贝 努 里 分 布 
Pé = k) = Cp'g tk = 0,1,2,% n. d. 57) 


则 E[éj=B-okC pg t 
pa nl P a- 
Srpak ET In 
, Gn 1)! -in 
Tp G IP q 
=np Eji pg 2. (1. 58) 


(1.58) 的 求 和 项 正好 代表 了 "一 1 次 贝 努 里 实验 的 一 切 可 能 结 
果 的 概率 , 因而 应 该 等 于 必然 事件 的 概率 , 即 等 于 1. 由 此 可 知 
《1.58) 得 

E[£] = np. GQ. 59) 


定义 1. 5( 均 值 ) 设想 是 连续 型 的 随机 变量 , 它 的 密度 
KR pr) ,如果 

[izar <+ o, a. 60) 

m REN- f rpad aen 
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为 的 数学 期 望 . 


fli: 
O HAU [a, 5] 分 布 
不 难 算 出 
dr 1 l 
s= er 2 a) 
一 “二 和 (1.62) 
D ESAM Nla, o). 
根据 分 布 密度 
pa = = ,r+ (1.63) 
No 
不 难看 出 lzlp(z)dr <+ cn， 
其 数学 期 望 为 
、 1 f ua z-a 
ELé]= zae Ww dz, Z u = =, 
= l Cuo + ade Édu 
al- 
a [° à 1 f 2 
- e zdu +al =l zdu] (1.64) 
=a =]. tas] (1.65) 
=a. (1.66) 


其 中 (1. 64) 的 第 一 项 积分 为 奇 函数 积分 , 它 等 于 零 , 而 (1. 65) 括 
号 为 N(0,1) 密 度 的 全 程 积 分 为 必然 事件 的 概率 , 它 等 于 1. 


由 0.66) 可 知 N (a, P) 分 布 的 第 一 个 参数 a 的 意义 是 : 
。20。 


该 随机 变量 的 取 值 平均 说 来 是 a. 例如 有 甲乙 两 地 平均 气温 分 
IEA NOD, DANG, oe) 分布 , 于 是 我 们 可 以 判断 乙 地 气 
温 一 般 说 来 比 甲 地 低 . 


2.2 方差 (偏差 ) 与 协 方差 ， 


对 随机 变量 的 特征 ,如 果 只 用 平均 值 来 刻 划 是 很 不 能 的 . 例 
如 有 甲 、 乙 两 地 气温 年 平均 值 都 是 10C， 但 如 果 甲 地 的 气温 全 
年 比较 平稳 , 起 伏 在 10C 以 内 ; 相反 ， 乙 地 全 年 温度 大 起 大 落 ， 
起 伏 变化 在 25C， 很 明显 甲 地 的 气候 可 能 会 比 乙 地 舒服 〈 当 然 
气候 好 、 坏 还 决定 于 许多 因素 ). 可 见 除 了 考查 平均 值 以 外 还 应 
考查 偏离 平均 值 的 偏差 的 大 小 一 这 就 是 方差 的 概念 . 


定义 1.6 (HÆ WEEER EE], 
则 称 
DE) = ECE — aF) G.67) 
为 的 方差 ,其 中 a 一 E[S] 晨 的 平均 值 . 


需 说 明 的 是 (1.67) 的 含义 是 : 
A、 当 是 离散 型 ， 其 分 布 为 


Zos Tys Yy Zas 
ê~ 
Po Pa s Pus 
设想 E[6] = ZP, =a ， 则 定义 
DE] = E(x — a)°P,. (1. 68) 


类 似 地 ,如 果 § 是 连续 型 的 ,密度 为 p(x), 且 记 a = ELE] = 
| rraz ma. sn 是 


DEE] = 六 — apdr. a. 69) 
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ZziPs, EREL I 


kn 838 en 为 连续 型 . 


以 下 以 常见 的 分 布 为 例 说 明 它们 的 方差 : 
1， 二 点 分 布 . 


《1.70) 


1，0 
e~l |: q=1—p l>p>0. 
p, q 


前 已 算出 E[s]= pM 
DEJ= (1 — p. p + (0 — p) ° q 
= Q —2p + pp + p — p) 
=p- 2 t+ ppap) 


= pa. 
0.7) 
2， 贝 努 里 分 布 . 
PIES k) = pg, k= 0,12, nn. 
前 已 算出 E[£]=np WL SESI 
D[£] = neq. a727 
《证 明 留 给 读者 》. 
3， 正 态 N(a, o) 分 布 . 
其 密度 为 
pr = —es <=r<+e. (72) 
前 已 算出 
EL] = a, 
一 ~ 1 Ta 2e X. 
m peT == > dz. 0.79 


5 “| 所. 则 du= 二 dr，(1.73) 可 改写 为 
.22 。 


2 


DEN = fe vot e e-du 


+ +f edu] aw 


[vir 
= 条 "= (1.75) 
= . 


由 (1.75) 可 见 ，N (a, eo) 中 第 二 个 参数 0 原来 就 是 方差 一 
即 平均 偏离 均值 a 的 离 差 .由 图 1. 3 可 以 看 出 o 小 则 分 布 集中 
Ea, RZ, o 大 则 分 布 很 散 , 表明 该 随机 变量 变化 起 伏 CG a 
值 ) 很 大 ， 

我 们 知道 , ESH Nla, at) 的 《1.27) 中 只 依赖 于 二 个 
参数 < 和 史 ， 只 要 能 确定 这 二 个 值 ， 则 它 的 密度 函数 完全 决定 
了 ， 邵 该 随机 变量 的 统计 规律 也 完全 可 以 把 握 住 ， 在 实际 应 用 
中 ， 一 组 随机 变量 的 观测 值 


Ta 《1.76) 
它 的 平均 值 互 [后 和 方差 DLS], 可 以 用 以 下 方法 估计 ， 
Z=45 a (1.77) 
可 用 来 估计 巨 [£]; 
e= G — X> G.78) 
可 以 用 来 估计 方差 DL]. 


理论 上 可 以 证 明 (1. 77) 和 (1. 78) 都 是 ELeJ#tI D[£ 60 483 
BEABA y H aay R DER N K 
时 二 者 无 实质 差别 )、 


2.3 多 维 随机 变量 的 数字 特征 ， 


对 多 维 随机 变量 〈 以 二 维 为 例 ) == Es E) 的 统计 规律 
。23。 


性 的 认识 ， 也 希望 用 一 些 确定 数值 来 刻 划 ， 


定义 1.7 (多 维 均值 》 设 6= (5.，#。)〉 是 离散 型 的 随机 变 
重 , 它 的 分 布 为 
Pij = P{é = zest = y, (z, y) € RP, (1.79) 


即 OL Pusl; (1. 80) 
ZZP” = l: a. 81) 

如 果 Blz |P, <+ eco; 
BE, yl Pa <+ co, (1.82) 


则 称 è a= (as a), EP 

a, = Z,Z,=,P,,, = E]; 

ar = Z,Z,y Pa = ELE] 《1. 83) 
为 上 (&, 6) 的 均值 向 重 . 


定义 1.8 (多维 均值 ) H plr) H E= (后 ,6) 的 概率 密 
度 函 数 , 如 果 


[uapa eo, Q.80 


+ 


FH FI. |z: |PC sr dridaz, <+ co, 
则 称 a= (asa) 2 £ = C) 的 均值 向 量 ， 其 中 
ELE] = a, = F. pz)dndes, i=1,2. 


(1. 85) 
例如 ,= E 6) 是 二 维 正 态 分 布 N(&,Z) 的 随机 向 量 , 其 联合 
密度 (zzz) 可 表 为 (1.41),a 和 王 可 具体 写成 (1.42) 和 
(1. 43). 则 可 以 算出 

ELE] =a; E[8,] = a (1. 86) 
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d) 


多 维 随机 变量 也 可 以 定义 各 分 量 的 方差 ， 然 而 积 一 维 截然 不 同 
的 是 需要 有 - -个 数量 指标 能 够 刻 划 它 们 相互 间 的 关系 、 所 以 在 
统计 学 上 多 用 协 方差 阵 三 来 描述 多 维 随机 变 芥 的 二 阶 特性 .以 
下 为 简明 起 见 只 讨论 连续 型 的 随机 变量 . 


定义 9 HTE ES Go S 为 二 维 随机 变量 ， 

如 果 D[£ ]<+ =o, i 一 1, 2, $ 
o, = EE, — EE JE, ~ ES, D, j= 1,2, (1.87) 
则 称 X= 


su 


n 
(1. 88) 
Tr Ge 
3 š 向量 的 协 方差 阵 
其 中 (1. 87) 理解 为 
“= [T | Ce — EE p z daidza a.s0) 
= E[é, — E&F 
a= P fi e Ep Goddada aoo 


= E[#, 一 EET 
T= On 
= [c = EED Ca, — EED pla roda dz, 


= EE, — EE Ji, — EJ). 《1.91) 
而 pirsa) 为 = EE) 的 联合 密度 . 


例如 二 维 正 态 密度 Ne,Z)( 见 (1. 41)), 则 
on = DEJ, on = DJ, 


Diz = On = P00. (1. 92) 
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定理 1. 10 〈 相 关系 数 ) fk 


Oiz 


p- 
为 和 名 的 相关 系数 


(1.93) 


2 的 大 小 是 刻 划 (6, # 之 间 相 互 依赖 程度 ,数学 上 有 以 
下 定理 ; 


定理 1 1( 相 关系 数 ) W8, t 为 二 个 随机 变量 , D [6]， 
D [E] ERIE, o 为 相关 系数 ， 则 


O) 6o<[el|<1; (1. 94) 
D p 一 1 的 充分 必要 条 件 是 $1 和 6 有 线性 相关 性 6,= 
aé,+B, a#0, (1.95) 


O E G, êD 是 二 维 正 态 变量 ， 则 
2 一 0 的 充分 必要 条 件 是 名 和 £, 相互 独立 . 


由 本 定理 可 知 ，|2| 值 小 表明 名 和 相关 性 小 ; 反之 1p| 愈 
接近 于 1 其 相关 性 愈 强 ，p 一 1 时 (1. 95) 中 a>0, 即 二 变量 是 
正 相关 的 ; 6 一 一 1，c<0 表明 二 者 是 负 相 关 的 ， 在 观测 值 名 一 
z, &=y F Ge, y) 画 于 平面 上 ， 可 以 用 图 1.7、1.8 和 1.9 
来 表示 它们 的 相关 性 和 o 的 大 概 情形 . 

在 应 用 中 ， 设 对 Es &) 分 别 观测 到 2 个 样 


(zn Za), (is Zn), s (ns Zen), (1.96) 
则 先 求 ETE JA ECE] 的 估计 值 
# = tes #, = L K 《1.97) 


DEE J= onf D[6] 一 czs 可 用 
. 26- 


图 18 2 接近 计 一 1 的 二 个 变量 的 观测 点 的 平面 图 形 


m=i h, 
S= 15 ,zy = ËD (1.98) 


来 估计 。 而 
r= Sa = LEG, — yG, — 8) 
可 用 来 估计 mu, 和 on BA E 8 CSB 37 A 5 KHE 


- 27- 


并 由 此 求 出 SC. 于 是 从 
《1,96) n 对 观测 样本 出 发 , 在 
正 态 分 布 条 件 下 就 可 以 用 
(可 SS 

来 求 出 二 维 密度 p zz) ( 见 
《1.41) 式 )， 于 是 任 一 { (&., 
£, EEs) 的 随机 事件 的 概率 都 ” 茵 1.9 4 楼 近 于 0 的 观测 点 半 面 图 
可 以 求 出 

PiE ED € E) = [foce zaza, (1.100) 


É 


至 于 一 般 ， 维 随机 变量 Ce 6. Q, 名)， 它 的 协 方差 阵 


GD G Gis 
On On = On 
>= 7 ? (1.101) 


Cm Ong s G, 
中 的 各 元 素 亦 可 类 似 于 定义 1,9 给 出 : 
Ë Eš, i=l, 2, +", 7 为 所 的 均值 ， 则 〈1.101) 中 
o, = EE 一 ESIE, — EED. 《1. 102) 
j=l, 2ye). 
并 且 a,.=D [6] X in k=l, 2, e n 的 方差 . 
相应 地 也 可 以 定义 名 和 总 QAD 的 相关 系数 


Gir 
— 5 一 
Vau Vou 
= a. N DEE] ,VDP[6]， 
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kÆl,k, k= 1,22, m (1.103) 
它 刻 划 了 变量 总 和 名 之 间 的 相关 性 ， 定 理 1. 1 的 结果 对 pot 
HAX kÆ, k, I=1, 2, =, n. 


§ 3 时 间 序 列 分 析 


3.1 平稳 时 间 序 列 . 

在 许多 科技 工作 中 所 遇 到 的 随机 变量 不 仅 是 多 维 的 ， 甚 至 
是 无 穷 多 维 的 ， 例 如 :对 太阳 黑子 数 〈 每 年 观测 计 总 数 ) 的 记 
录 ， 年 年 可 进行 ， 每 年 都 不 能 预料 ， 而 且 在 人 类 出 现 以 前 ， 太 
阳 黑 子 数 的 变化 同样 存在 ， 用 随机 变量 表示 黑子 数 ， 则 它 是 依 
束 于 时 何 ( 年 ) 的 序列 

EE tl 8 8 os (1. 104) 

每 固定 一 个 足 标 ( 年 )， 黑子 数 是 随机 变量 . 

又 例如 ， 将 每 天 股市 的 收盘 价 记 录 下 来 亦 可 得 无 穷 多 天 
《个 ) 的 股市 价格 


让 (1.104)' 
(1-10) 或 〈1. 104) 形式 的 随机 序列 我 们 称 为 时 间 序 列 , 
在 时 间 序 列 中 ， 有 一 类 首先 引起 经 济 学 家 、 电 气 工程 师 和 
数学 家 注意 的 是 称 为 “平稳 时 间 序列 ”类 ， 它 的 定义 如 下 ， 


定义 1 11 (平稳 序列 》 设 名, :一 0, 土 1, +2, … 是 时 间 
序列 , D [&.] <+, 167 (整数 集 )， 如 果 以 下 二 个 条 件 能 成 
立 : 

1. E[é] = a,V t € Z, (1.105) 

a 29> 


,2. WY t, rEZ, 
RUD =E[E, .aj[&t—aj=R(r), 与 无关 ， (1.106) 
则 称 & 为 平稳 时 间 序 列 , 或 简称 平稳 列 ,a 称 为 & 的 均值 ;RCr) 
称 为 6 的 协 方差 函数 或 相关 函数 . 


d. 105) 的 含义 是 :6, 当 上 变化 时 它 的 均值 E[&.] 是 不 依赖 
于 上 +, 即 是 -出 定常 数 . (1. 106? 的 含义 是 :为 便于 解释 不 妨 假定 
万 [全 一 到 一 1] 与 上 无 关 , 则 由 (1. 103) 知 (此 时 p[ ë, ]—=1=s,, = 


Citrus) 


RO = — S Pare 4.107) 
N Otrite N Gru 
与 无关. 即 该 平稳 列 的 一 大 特点 是 : 任意 二 个 时 刻 He 与 上 对 


应 的 随机 变量 的 相关 性 〈 相 互 依赖 程度 》 只 依赖 于 二 者 之 间隔 
= 而 与 起 始点 上 无 关 〈 参 看 图 1. 10). 


Bio 平 黎 序 列 的 均值 -AR o bpo 
与 Eas Čaro 其 有 相同 的 相关 性 
在 应 用 中 , 假设 & 是 平稳 列 (平稳 性 往往 由 许多 物理 的 、 工 
程 的 实际 背景 可 以 判定 )， 对 E 的 观测 得 记录 
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ay 


只 要 N 比较 大 , WJ a 和 RC) 分 别 可 用 以 下 二 式 来 估计 
a 一 让 Dm (1. 108) 


Nr 
kl 


和 de 一 $ (z, — an) (Trtr — ax). (1.109) 


HP r=0, 1, 2,0, mys m< <N, BW m= [VN] GR 


整数 ) 等 等 . 数学 上 可 以 证 明 zw 和 Rw(7) 在 一 定 条 件 下 都 是 a 
和 RE) 的 很 好 的 估计 . 
WEE, € Z 是 相互 独立 并 且 具 有 相同 分 布 的 序列 (如 
NO, co)》， 则 
1，E[&.] 一 a,( 同 分 布 ); 
2. RG,r)=E[6,.,—aJ[# —a] 
=E[f f ]—a. 


当 r40, R(t) =E: JELE ]—a? (1. 110) 
一 aXa 一 22 一 0; aun 
4 r=0, RG, r) =E[8]— a a. 112) 
=E[&#,—a J*=D[8,]= o. (1. 113) 
由 《1. 111) 和 (1.113) 看 RG OHS + AX. 因而 表明 相互 独 
立 同 分 布 序列 是 平稳 列 、 


需 说 明 的 是 (1.110) 的 获得 , 利用 了 以 下 的 事实 , 即 当 E, 
?相互 独立 时 
ELE + 7] = ELE] + EL?]. a114) 
我 们 只 在 连续 型 随机 变量 来 证 明 (1.114). 设 p Cc, y) 为 
(€, D 的 联合 密度 ; pe (z), p, (y) 分 别 为 5 和 ?的 密 麻 , 由 
独立 性 的 定义 1. 3 知 
P(z.y) = pelr) + py). 
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于 是 由 《〈1. 91》 知 
Ete- 人 f optrvyydzdy=| | zypelz) * p(y)drdy 


= [Í apar] f yoa) 
= ELJER]. 


3.2 时间 序列 的 AR 模型 . 

在 日 党 生活 、 经 济 现象 、 自 然 界 与 工程 技术 中 广泛 存在 的 
一 种 平稳 序列 称 为 自 回 归 模 型 ,通常 称 为 AR 模型 (AR 分 别 为 
英文 Auto-Regression 的 头 二 个 字母 ). 


定义 1.12 (AR (p)) i. €Z 是 平稳 列 , 它 满足 以 下 
的 差分 方程 
& = pê., H pÊ tee + ph se (1.115) 
其 中 多 天 0,，s 为 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,Ee 二 0, Es; 
二 之 十 oD 令 


Plz) = 1— Az pe — oe — gz, (1.116) 
则 它 是 疡 阶 实 系 数 的 多 项 式 ， 它 的 所 有 的 根 都 在 单位 圆 外 ， 即 
@*(G) = 0,.1z| < 1, (1.117) 


WFK 2 ETAR (p》 模 型 . 


AR(p) 模型 的 实际 意义 如 下 
设想 开 很 小 , MJ (1.115) 式 表明 + 时 刻 名 的 值 可 以 由 前 
个 时 刻 的 【5 E- e, E- 向 量 值 组 合 而 成 (但 受 6 的 小 


© 工程 上 称 这 种 序 列 为 白 品 声 列 ， 如 果 二 1 则 称 为 标准 白蜡 直列 . 
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扰动 )， 这 就 是 自 回 归 的 含义 ， 由 此 看 出 : 要 了 解 未 来 &， 只 需 
用 历史 上 已 有 的 资料 人 1，$-2，-…， 全 -的 记 个 观测 值 就 可 以 大 
致 把 握 住 的 变化 数量 . 

特别 地 , 当 思 二 LARO) 模型 是 指 满足 以 下 方程 的 平稳 序 


列 
E = pê + e, (1. 118) 
为 满足 〈1. 117)， 此 时 需 上 且 只 需 
Inl < 1， (1 119) 


ea 是 白 噪声 序列 . 这 种 序列 称 为 平稳 马 氏 序列 《Markov Se- 
quence),* 它 有 一 重要 特点 ， 即 : 对 未 来 名 +:《r>>0) 的 值 的 最 
好 预测 只 依赖 于 当前 值 6 而 与 历史 &,-， (>0) 无 关 . 
不 难 求 出 AR G) G.118) 对 应 的 相关 函数 《1. 106) 
EH 


RG) = T—g 


(dr = 0, +1, +2, (1.120) 
其 中 
g = Eg, Es =0. (1. 121) 
为 以 后 方便 , 时 序 研究 中 , 对 平稳 列 大 都 假定 义 BE6&=a 一 0. 因 
为 如 果 a 关 0， 则 
令 名 一 名 一 ay 《1. 122) 
(相当 于 图 1. 10 中 将 : 模 座 标 向 上 移动 至 a 线 )， BR “已 6 一 
0, 然而 由 (1.118》 
RE O) = E[&,.&J= Eha, — aJe — a] 
= R.O), (1. 123) 
表明 怠 和 有 相同 的 相关 函数 . 


3.3 时 间 序 列 的 谱 密度 函数 . 


在 时 间 序 列 分 析 中 , 除了 相关 应 数 R(r) 是 非常 重要 的 概念 
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之 外 ， 还 有 一 个 在 数学 上 与 之 等 价 的 重要 概念 ， 这 就 是 谱 密 度 
AR. 


定义 1.13( 谱 密度 ) WE EPRA”, CHHKE R RO 
《 见 (1.106)) 是 绝对 可 和 的 


BIRO <+ >, (1. 124) 
则 称 
AD = AERD, a LALE (125) 
为 名 的 谱 密度 函数 . 
SD 相当 于 以 RE) 为 系数 的 Fourier 级 数 ， 故 有 
Re = f /Vera (1.126) 
特别 当 r=0 
RO) = E[&. P = DCE], a. 127) 
则 有 D&I = f fwd. 1.128) 


设想 A= 2=f 是 角 频 率 或 圆 频 率 , 则 (1. 128) 表示 f (四 图 
形 下 的 面积 代表 了 5. 的 “平均 功率 ”, 从 而 f Q) 集中 的 地 方 就 
RET E 的 主要 频率 成 分 或 谐 波 分 县 (参看 图 1. 10) 一 设 名 的 
连续 曲线 是 某 - -振动 过 程 的 记录 ， 而 (4) 如 图 1. 11, 则 表明 该 
振动 有 一 个 明显 的 以 为 频率 的 周期 振动 ( 谐 波 ) 成 分 . 

由 (1.125) 及 R(z)=R(—r)(j& HI d. 106) 的 定义 证 明 ) ， 


则 
AD = Z [RG + DLR coska), (1.129) 


* 如 前 指出 我 们 假定 Es=o, V ez. 
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mun EREA RAr k 为 频率 的 谐 让 成 分 

因而 有 FODS, SrA, (1.130) 
从 而 图 1. 10 会 出 现 一 个 对 称 的 峰 . 

当 名 是 AR(1)? 模 型 (1. 118? 时 ， 它 的 相关 函数 本 表 为 


CA 


RO = 2 
它 的 谱 密 度 为 
o= Bj -get re 《1. 132) 


EEA RC 为 系数 的 Fourier 级 数 求 和 而 得 的 . 其 图 形 一 般 如 
图 1.12 所 示 ( 其 图 形 只 相当 于 fC4) 的 正 部 ). 
又 如 & 为 白 噪声 列 ， 则 


(r= 0, T, + 2,, (1.131) 


E= 


r 


of, r= 0, 
RG) = (1.133) 
0, 天 0. 


其 中 只 一 RDO) 一 D[2]， 则 由 (1.129) 看 
z 
ID= f, = r S< x, 0.139 


BD /一 Const， 其 图 形 如 几 1.13 EFR. 
- 般 的 AR(P) 模型 (1.115)， 其 相关 函数 比较 其 杂 ， 可 以 
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2 


元 


Biz 自 回归 AR G) 的 谱 密度 图 ， 
负 部 与 之 对 称 ，0< |g | <1. 


A 


fa) =0} /2n 


图 1.13 5 Ge IR RERE EER LANM ob/ax, 
证 明 CL [14])， 它 的 谱 密度 可 表 为 


/w= 县 /| — Z ne], arar, 
(1. 185) 
而 
G eiqA 
RG) = s r= 0,1,2,.- 
Í. wh 57 saj ， 
(1.136) 


84 统计 的 假设 检验 


4.1 统计 学 中 的 若干 术语 . 

1， 总 体 . 

我 们 把 研究 对 象 的 某 项 指标 《或 多 个 指标 ) 的 全 体 称 为 总 
体 ， 比 如 : 对 某 产品 的 寿命 进行 研究 ， 则 该 产品 寿命 的 一 切 可 
能 取 值 的 全 体 就 是 一 个 总 体 ; 又 如 北京 气温 十 月 份 的 平均 值 的 
一 切 可 能 值 的 全 体 也 是 一 个 总 体 , 等 等 . 为 了 数学 上 的 研究 , 我 
们 总 假定 总 体 共 有 确定 的 概率 分 布 ， 比 如 平均 气温 的 总 体 遵从 
Nla.) 分 布 等 . 

2. 随机 样本 . 

统计 学 的 研究 特点 就 是 从 样本 的 分 析 入 手 ， 样 本 抽取 的 结 
果 事 先是 无 法 预料 的 ， 因 而 理解 为 是 随机 变 世 ;为 了 使 样本 能 
反映 总 体 的 特性 ,我 们 假定 该 随机 变量 具有 与 总 体 相同 的 分 布 ， 
而 且 样 本 的 抽取 应 是 彼此 独立 的 . 简 而 言 之 , RER z, z 
…，xw 在 数学 上 理解 为 是 N 个 相互 独立 同 总 体 分 布 的 随机 变 
H. 

3 统计 量 . 

不 包含 任何 未 知 参数 的 样本 的 肾 数 称 为 统计 量 ， 例 如 名， 
E =S Es 为 样本 ， 风 


一 丰富 ad, (a 为 给 定 的 系数 ); 


S= UID 8 — B: ann 


皆 为 统计 基 . 
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在 取样 过 程 中 为 了 保证 随机 性 与 独立 性 ， 最 好 是 用 随机 数 
表 来 选择 . 
随机 数 表 是 由 0 一 9 十 个 数字 随机 排列 而 成 的 ,本 书后 附 了 
一 张 随机 数 表 可 供 抽样 时 使 用 ， 举 一 个 产品 抽查 的 例子 说 明 . 
设想 车 间 总 数 有 5 个 , 每 天 各 车 间 产 品 为 80 件 , 如 今 抽查 
总 数 为 20 件 产品 来 检验 . 办 法 有 二 个 ,一 是 各 车 间 都 要 查 , 每 
车 间 查 4 件 ， 另 一 种 是 不 受 车 间 的 限定 ， 第 一 种 办 法 是 ; 将 每 
车 间 的 产品 标 上 01、02、03、…、80 的 号 码 ， 对 每 一 个 车 间 ， 
从 随机 数 表 上 从 左 至 右 或 从 下 到 上 ， 从 任 一 点 开始 ， 两 位 两 位 
的 取 数 ,如 果 该 数 大 于 so 则 弃 之 不 用 ,再 往 下 取 . 每 车 间 取 4 
组 二 位 数 的 号 码 ， 如 
47， 03, (91), 38, 76; 
ll, 68, 23, 09; 


38, 72, 43, 53. 
第 一 组 供 第 一 车 间 抽取 之 用 ; … 第 五 组 供 第 五 个 车 间 抽取 样本 
之 用 . 这 样 的 抽查 就 比较 随机 和 独立 . 
第 二 种 抽查 方案 不 规定 车 间 , 但 总 数 还 是 20 件 . 其 抽取 方 
案 是 从 数 表 中 先 取 一 个 数 ， 这 个 数 应 1&<z,<&5, 作 为 二 维 向 量 
的 第 一 个 数 ， 接 着 往 下 再 抽取 两 位 数 1Szszras<8Q， 如 

(3, 72) 

代表 抽查 三 车 间 第 72 号 产品 等 等 . 


4.2 假设 检验 的 基本 思想 . 


统计 学 上 往往 对 总 体 的 某 一 性 质 〈 分 布 、 参 数 等 ) 通过 样 
本 来 进行 检验 ， 其 方法 是 : 先 假设 总 体 遵从 某 一 分 布 ， 如 果 对 
照 实测 样本 经 过 分 析 以 后 发 现 与 假设 有 草 盾 ， 则 予以 否认 (对 
。38 。 


该 分 布 的 假设 )， 反 之 则 接受 . 

而 所 谓 统计 学 上 的 “天 质 ”是 指 : 小 概率 事件 原则 上 -次 
观测 不 应 发 生 ， 如 捍 发 生 了 则 它 不 会 是 小 概率 事件 ， 再 追究 可 
能 是 由 原 假 设 〈 总 体 ) 不 合理 引起 的 ， 

Bm: REH 100 个 球 , 有 人 声称 其 中 只 有 10 个 是 红 
球 ， 如 今 作 随机 的 有 放 回 的 抽取 ， 上 其 5 次 ， 结 果 全 是 红 球 ， 如 
何 看 待 这 一 结果 ? 一 种 是 : 红 球 的 比例 还 是 对 的 ,5 AR EP 
红 球 是 运气 ， 另 一 种 认为 红 球 的 比例 不 是 二 .我们 是 这 样 分 析 
的 : 

假设 ， 红 球 占 十 . 

检验 手段 ， 有 放 回 抽取 5 次 堂 抽 中 红 球 ， 则 其 概率 为 GB 
当 于 独立 抽取 ) 


1， 0 
&— 13 gfe i=1,2,3,4,5. 《1.138) 
10” 10 
P(& = 1.6, = 1,6 = 1 = ls 1) 
=], pi = 1) = | 5l = 0.00001. (1.139) 


表明 发 生 这 种 事 的 可 能 性 不 是 没有 ， 但 小 得 很 ， 十 万 个 人 
中 大 概 才 会 有 1 人 有 此 和 运气， 如今 我 们 做 一 次 实验 就 发 生 这 种 
事件 . 我 们 自然 怀疑 红 球 的 比例 数 为 十 的 假设 ， 因而 是 不 可 接 
受 的 . 

统计 学 上 的 一 般 检 验方 法 是 : 

1. 根据 问题 的 要 求 ,设立 -个 假设 H., 取 它 的 对 立 假设 为 
H.. 

2. EH, F, 选 一 个 样本 函数 (统计 量 )， 
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LEERE 
其 中 Gas zo es z) 为 随机 样本 ，S 的 统计 分 布 是 已 知 的 . 
3. 选 一 个 检验 水 平 a (小 概率 信 ， 如 0.001、0.01 或 0.05 
等 )， 以 及 某 -一 个 区 域 R。， 使 得 
P(S € R.) = a. (1.140) 
4. 由 实测 样本 算出 5 值 ， 若 落 入 R. 则 否定 原 假设 而 接受 
H. 反之 ， 可 考虑 接受 H. 
统计 学 上 H, PARRER H 称 为 对 立 假设 ,= 称 为 检验 水 
P, R 称 为 否定 域 . 
统计 学 上 针对 不 同 的 问题 进行 不 同 的 假设 检验 ， 即 设立 不 
同 的 奴 *， 从 而 要 选择 不 同 的 统计 量 刀 许多 问题 最 后 寻找 
《1. 140) 的 R. 可 借助 于 现 有 的 许多 统计 表 (如 NC, 1), x, F 
《n,m) 分 布 表 ). 
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第 二 章 ”线性 系统 的 基本 知识 


8$1 线性 系统 及 其 数学 刻画 


1.1 什么 是 线性 系统 . 


我 们 先 看 一 个 无 线 电 电子 学 中 常见 的 RC 滤波 电路 〈 见 图 
2.1). 


图 2.1 一 个 申 RC 组成 的 你 通 滤波 器 入 
电学 中 该 电路 所 能 起 的 作用 是 “ 低 通 滤波 ”, 即将 r, 中 所 具 
有 的 相对 高 频 的 成 分 “ 滤 掉 ”而 保留 比较 缓 变 的 成 分 一 如 图 中 
BNR, x 比 x RER, EA” WERT. Z 我 们 称 之 为 一 个 
一 个 系统 s€ 我 们 称 它 是 定 参数 的 线性 系统 ， 如 果 输 入 
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z(t) 输出 是 >4) ， 则 输入 > +) 其 输出 应 是 > 十 rz ;此 
bh BRAE nU), i 一 1]，2， 输 出 是 y(1) ， 则 当 输 入 为 
L) = ari lt) + aralt) (2.1) 
时 ， 其 输出 
ya) = a G) 十 o,y (2), (2.2) 
Eta. a 为 任意 常 ( 实 ) 数 ， 
(2. 2》 的 另 一 写法 是 
Lr ]= Llar tt) 二 wz] 
= a| z, (aO ] + a,s#[z=,G) J. (2.3) 
WL 为 -- 算 子 ， 则 (2. 3) 表明 S 是 线性 算 子 . 
ERE 2. 1 所 示 的 低 通 滤波 器 就 是 一 个 定 参数 的 线性 系 
统 ， 以 后 我 们 讨论 的 系统 也 假定 是 不 带 能 源 的 . 


1.2 线性 系统 的 FRF 与 IRF 特性 . 


设想 我 们 输入 于 一 个 定常 数 的 线性 系统 以 下 简称 线性 系 
统 ) s 的 信号 是 


ZG) = e™; 输 出 yG) = Ae, (2.4) 
其 中 心 是 一 个 实 常 数 ， 则 由 〈2.4) £ 
TUH s) 一 er = e” a rlt), (2.5) 
对 应 地 
yG + s) Aet = Ae“ + e= 
= e=y(2D. (2.6) 
如 果 输 入 是 
TA) = Xle, (2.7) 
其 中 Xo) 是 与 :无 关 的 复 函 数 ， 则 由 《2. 4) 相应 输出 为 
VEO) = AX lwe, (2.8) 
记 为 
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yG) = Yoe, ` Q. 
因此 可 得 输入 2.7) 的 “ 复 振幅 ”XCw) 和 输出 《2. 9) 的 “ 复 振 
WY Co) 的 比值 

Y(e) 

Xæ) 
是 一 个 不 依赖 干 :而 依赖 于 的 复 函 数 , 称 为 该 系统 的 “频率 响 
ERA” FRF". 

例如 : 利用 电学 知识 不 难 求 出 ， 图 2. 1RC 低 通 滤波 器 所 对 

应 的 


= H(w) 《2. 10) 


H(lw) = (2.11) 


由 (2.10) 可 得 
Ylw) = H(e)X (o). (2.12) 
H (2.12) 可 以 导出 一 般 的 定常 线性 系统 se 的 FRF 的 定 
X: 
设想 对 Se WANEER xG)， 它 的 富 氏 变换 为 X w), 
而 输出 为 yG), 它 的 富 氏 变换 为 YCw)， 
则 称 


Ho = XO (2.13) 


28 s W FRF. 
士 述 结 果 可 以 用 以 下 的 直观 的 叙述 来 说 明 ; 
设想 输入 于 se 是 一 个 收敛 的 富 氏 级 数 
z() = > alo, (2.14) 


其 中 周期 为 


* FRF 是 英文 Frequency Response Function 的 简写 . 
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Tr. = 1 = 2z, 2.15) 
fca € 
系数 为 
1 a 
alnn) = 去 | Z raedt, 2-10 
ona 


由 (2, 13)， 对 单项 ， 
ID= Y nw) 


= aln) H (nwo ye (2.17) 
是 对 应 于 输入 为 
z, (0) = alnan Ye (2.18) 
的 输出 ， 再 利用 系统 的 线性 性 质 ， 则 
IO = Ñ) ara) H noe (2.19) 


是 对 应 于 (2.14) 的 输出 . 
进一步 地 ,将 (2.14) ERE 
z0 = A D Trouta), (2. 20) 
则 对 应 的 输出 为 


IO = BD Talna H (nAn), C221) 
其 中 Alna) 为 no, 点 的 增 量 . 


如 今 设想 no0，wo>0，nwo 一 w，To 一 00, 则 由 (2. 16) 


Tea = roeide = Xw), 2.22) 


BJ X(w) 为 输入 ze) 的 富 氏 变换 ， 相 应 地 


imza) = 1 
二 


Xevdw = x), C2. 23) 


并 且 
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本 1 f ja 
dm 3 = yo = | Xl Ho)e dw, (2.24) 


从 而 yG) 对 应 的 富 氏 变换 Y(w) 由 《2. 24) 可 知 
Yl(w) = Xw) H w) (2. 25) 
和 (2. 12) 完全 相似 因此 , 一 般 定常 线性 系统 到 的 FRF 可 以 
H (2.25) 所 定义 . 
由 (2. 24) 式 可 以 看 出 :对 一 个 定常 的 线性 系统 se ,如 果 它 
的 FRF 是 已 知 的 , 则 给 了 输入 +) 之 后 (要 求 它 的 富 氏 变换 
Xlw}) 存 在 ), 则 se 的 输出 y(t) 也 就 完全 确定 了 , 即 为 (2. 24) 所 
确定 . 因此 在 这 种 意义 上 说 :FRF ( 即 H) 完全 刻画 了 sZ 的 
频率 域 的 特性 ,因为 w 是 角 频 率 o— 2z= f. 
滤波 器 , 如 图 2. 1 所 示 的 RC 滤波 器 , 当 各 器 件 (如 电阻 R 
和 电容 C) 是 稳定 的 , 不 随时 间 上 的 变化 而 变化 , 则 它 往 往 是 定 
常 的 线性 系统 . ”此 时 , 由 它 的 频 域 的 特性 FRF, Hw) 就 可 以 
认识 该 滤波 器 的 性 能 ,例如 : 可 以 了 解 它 对 输入 信号 =G) 的 哪 
个 范围 的 频率 成 份 将 抑制 《衰减 )， 哪些 频率 成 份 可 以 通过 ， N 
等 . 图 2.2 就 是 上 述 RC 滤波 器 FRF 的 幅度 特性 H|, 
同 的 RC 值 对 频率 的 抑制 是 不 同 的 ， 
对 于 定常 线性 系统 的 刻画 除了 用 FH Co) 来 描述 之 外 还 可 以 
用 它 的 富 氏 变换 


AD = Ef Heerde G. 26) 


来 描述 . 事实 上 大 家 知道 , 由 正 、 反 富 氏 变换 的 关系 , 由 (2. 26) 
可 以 确定 H (e) 


Hio) = [r haje dt, (2.27) 


* 电学 上 认为 由 上 尺 、C、 工 和 纯 放 大 器 组 成 的 网 络 往往 是 这 种 系统 ， 
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` 


小 

,| ` ` 
AO 
] 


Hi 4 è Š to 


E22 E RC 值 所 对 应 的 |HCw)| 


在 系统 理论 中 h(t) 称 为 是 脉冲 响应 函数 . 
L gone 
ro = {re mr >o (2. 28) 
0, #<0 


就 是 对 应 于 〈2. 11)， 即 图 2. 1RC 滤波 器 的 脉冲 响应 函数 . 
脉冲 响应 函数 称 为 IRF (Impulse Response Function 的 缩 
5). 
1.3 系统 的 物理 可 实现 性 . 


(2.28) 或 一 般 的 IRF 在 线性 系统 理论 中 可 以 有 一 种 直观 
HEX, M: 如 果 对 一 个 定常 线性 系统 se 给 它 一 个 6 G) 脉冲 
函数 的 刺激 ， 则 其 输出 就 是 AGO 即 IRF. 

从 图 2. 1 的 电路 结构 ， 我 们 求 出 了 它 的 五 (w) 


1 
一 TO 


1 (2. 29) 
ro = fre >, t20, 


0, t< 0. 
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于 是 ,人 们 自然 会 问 :反之 ,如 果 给 了 -- 对 富 氏 变换 的 函数 GCw) 
K gG) ， 前 者 充当 -- 个 系统 的 FRF， 后 者 充当 乡 的 IRF,， 则 
问 在 现实 中 这 样 定常 线性 系统 S 是 否 存在 ,比如 是 否 可 以 真 的 
HEER, 电容 C 及 电感 工 等 组 成 一 个 网 络 来 实现 ? 这 一 问题 
可 以 涉及 到 非常 深刻 也 是 非常 难 的 数学 理论 ， 其 内 容 也 超出 本 
书 的 范围 .然而 有 二 个 明显 的 问题 是 可 以 讨论 的 ， 

L 由 At 的 意义 可 以 看 出 , 它 是 对 应 于 对 系统 se 给 一 个 脉 
冲 输入 (比如 z 王 0) 后 引发 的 输出 函数 . 由 于 纪 假定 是 无 能 源 
的 , 则 它 的 输出 hC) ,在 :>0 以 后 由 于 S€ 没有 能 量 的 补充 必然 
AME h0, o0, 

为 了 数学 上 的 叙述 , 我 们 认为 h(t) 能量 的 有 限 的 条 件 表 为 


F la |*d: <+ eo, (2.30) 


2. 由 于 Ab) 是 :一 0 时 刻 输 入 58(z) 之 后 引发 出 的 函数 ,由 于 

L 是 无 源 系 统 , 则 在 :<0 时 刻 ,h(#) 应 该 是 无 输出 的 , 即 
h(t) =0, r<0. (2. 31) 

这 一 条 件 , .工程 上 称 为 是 “可 物理 实现 的 ”显然 , 如 果 给 了 一 
TRG), EE <0 是 非 零 的 , 则 这 样 的 IRF 在 现实 电路 网 络 中 
是 无 法 用 无 能 源 的 元 件 来 综合 实现 的 ! 

由 (2. 29) 可 以 看 出 图 2. 1 对 应 的 h(t) 既 满足 条 件 (2. 30), 
亦 满 足 (2. 31) 一 它 是 可 物理 实现 的 . 
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$ 2 数字 滤波 器 的 数学 刻画 


2.1 数字 滤波 器 . 
由 (2. 24) 式 ， 将 (2, 22) 和 (2. 27) 代入 可 得 
xe) = [7 hadaa — da, (2.32) 


这 是 滤波 理论 中 的 一 个 重要 公式 ， 称 为 卷 积 公式 ，〈2. 32》 和 
(2.20 都 是 求 输入 输出 关系 的 两 个 不 同 表达 式 ， 一 个 是 频 域 
(o) 的 表示 法 ， 另 一 个 是 时 域 (O HER. 

近代 科学 技术 发 展 的 一 大 特点 是 信号 的 数字 化 ， 除 了 计算 
机 的 广泛 应 用 而 计算 机 又 是 数字 运行 的 这 一 原因 以 外 ， 数 字 技 
术 又 具备 许多 优点 ， 如 抗 干扰 等 等 ， 因此， 滤波 技术 相应 地 也 
发 生 了 许多 变化 ， 随 之 而 来 的 是 数学 理论 也 得 到 了 许多 发 展 . 

怎样 实现 数字 滤波 ， 数 字 滤波 器 是 怎么 回 事 呢 ? 我 们 从 
(2. 32) RRE: 

由 微 积分 的 级 数 和 逼近 积分 值 的 理论 知 , (2. 32) BBN Ú 
可 写 为 

了 CD 一 > hG.)zG@ — u,)A, 


= JL Eda — u), Qh = hA). (2.33) 

如 果 考 虑 工程 上 的 实现 ， 则 往往 考虑 (2. 33) 的 如 下 形式 : 
yG) 一 $ hz — u,) rh, = h(u,), (2.34) 
如 果 将 z0 的 自 变量 ; 也 离散 化 =A, k=0, +1, E2, e, 


u,=nA, M (2.34) 变 为 
-48> 


x 
yA) = y= > h(k — n)A). (2. 35) 
< 


今后 用 zz = z(kA),y, = y(%A) ,4 为 采样 间隔 , 于 是 《2. 35) 可 
表 为 


x = 5 下 Th (2.36) 
这 就 是 数字 化 滤波 器 输入 输出 关系 的 表达 式 ，{h,} 称 为 滤波 器 
的 权 系数 或 仍 保留 原来 的 IRF 名 称 . 


当 4=1, (2. 36) 在 工程 上 实现 的 图 形 如 图 2. 3 所 示 , 其 中 
h,=0, &<0 (Bl (2.31) 的 条 件 ). 


d=1 X, dl x; =l ... al zy 


x 


图 2.3 一 个 具有 六 十 1 个 抽 头 的 可 物理 实现 的 数字 洪波 器 
其 中 方 框 区 二 下 表示 一 个 单位 时 间 的 延迟 ,而 多 表示 乘法 器 , 其 
输出 变 为 如 xm ,， 而 最 后 的 @ 表 示 对 -一切 抽 头 的 输出 求 和 ， 即 
HWE hozi + hiki 十 十 wT 


= Dheere (2. 37) 
即 完成 了 滤波 的 功能 . 


-49° 


2.2 ”数字 滤波 器 的 IRF 和 Z- 238. 
前 已 述 , 对 (2. 36) 的 滤波 公式 ， 权 系数 (a) 仍 称 为 IRF 


(脉冲 响应 函数 )， 那 么 和 FRF 
He >) = 
(参看 (2. 27)). 

更 一 般 地 ， 给 了 一 组 系数 
Hæ) = 

为 它 的 Z- 变 换 , 而 Z 是 复 平面 
xz 一 “时 的 值 一 称 为 (An) HER 
34 (2.39) 是 无 穷 级 数 时 ， 


相对 应 的 自然 应 是 

Phe ™ (2. 38) 
I. 称 

> h (2.39) 


上 的 变量 . (2.38) 是 (2.39) 当 
应 的 FRF. 显然 , 数学 上 知道 ， 
并 非 任 给 (h) 它 的 ZER 


《2. 39) 会 有 意义 ， 更 不 用 说 (2. 38) 的 存在 . 


在 数学 上 ， 对 滤波 器 的 卷 积 表达 式 
x= Ar (2. 40) 
中 的 IRF (A) 往往 要 求 有 以 下 的 数学 条 件 : 
D (A) 是 一 串 实数 列 ， 满 足 
Dh | <+ =; (2.41) 
O) h,=0, n<0. (2.42) 


第 -条 相当 于 要 求 “ 能 量 ” 有 
就 保证 了 
Dll 


恨 ， 因 为 从 数学 上 24D 条件 


? <+ eo. (2. 43) 


PEE, h (2.41) 知 ， 对 任意 的 s>0， 卫 No>0, 当 N>N。 


之 后 
Š 
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al <, (2.44) 


RITER] nN. PEH |A l 
Dla < D h| <e. (2.45) 
= = 
(2.43) 即 为 “能 量 ” 有 限 的 条 件 . 

第 二 条 件 (2. 42 相当 于 要 求 该 滤波 器 是 可 物理 实现 的 . 由 
《2. 37) 和 图 2. 3 可 以 看 出 : MRA ko 代表 当前 时 刻 ， 则 
Do 一 haz, 十 hitai + ° T+ hntr -N (2.46) 
代表 了 如 时 刻 的 输出 ， 它 用 到 的 (z) 资料 或 数据 只 用 “ 历 
史 ” 的 过 去 的 zu-， Zh-z，*…zh-w 和 当前 的 zo， 这 是 “可 物理 
实现 ”的 . ME (2.46) 变 成 双边 的 

Iio Senh ww hr F hoT + him. À T o 

(2.47) 
势必 要 求 用 到 “未 来 ”的 数据 {zu+，，zau+s，…}， 然 而 在 实用 
中 在 和 时刻， 它们 是 尚未 收 到 的 ! 所 以 工程 上 称 之 为 是 “不 可 
物理 实现 ”的 *. 


2.3 最 小 相位 性 . 

除了 以 上 《2.41)、(2.42) 条 件 外 ， 为 了 工程 及 数学 上 的 
需要 ， 对 数字 滤波 器 的 IRF 往往 还 加 上 以 二 的 第 三 个 条 件 ， 

OHG) 一 X) h #0, lel < 1. (2.48) 
此 条 件 称 为 是 “具有 最 小 相 移 ”条 件 ， 原 因 是 在 连续 信号 的 电 
路 滤波 中 ， 由 于 系统 往往 是 用 “惯性 ”元 件 , WMR, C. L 组 合 
成 ， 因 而 信号 经 滤波 器 输出 后 ， 其 信号 的 相位 会 发 生变 化 ， 在 
数字 滤波 器 的 场合 同样 也 会 发 生 相 位 的 变化 .例如 用 IRF 为 

ho = 0.35,h1 = 0. 3,h, = 0.2,A, = 0. tsh, = 0.05 


` 有 些 文献 称 前 者 是 码 果 性 的 〈Causal)， 后 者 为 非 因 果 性 的 〈Non-Causal). 
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的 系数 来 对 一 个 三 角形 数字 序列 进行 〈2. 46》 式 的 滤波 ， 则 其 
输入 、 输 出 的 图 形 如 图 2.4 所 示 . 


9 10 H 12 13 l4 15 16 17 18 19 230 2 


Bl2.4 三 角 波 滤波 后 的 输出 

由 图 2. 4 可 以 看 出 ， 输 出 的 波形 不 仅 变 了 而 且 它 的 极 大 值 
点 向 后 延迟 了 一 相位 发 生 了 变化 . (2.48) 的 条 件 就 使 得 滤波 器 
具有 最 小 相位 . 

如 何 去 判 别 〈2. 48) 是 一 个 很 难 的 数学 问题 ， 如 果 IRF 是 
有 限 项 ， 比 如 ， 最 高 阶 为 N， 则 

He) = ho + hiz + haz? + haz? + o H huz" (2.49) 

要 满足 条 件 (2. 48) 等 于 要 求 (2. 49) 的 N 阶 多 项 式 的 N 个 根 
皆 在 单位 辆 外， 对 实 系数 多 项 式 ， 要 判别 这 一 事实 可 采用 以 下 
方法 (参看 Xie, z. (1993)); 


令 P) = hz +h | Hoe + huz H hy (2.50) 
并 改写 为 
Plz) = anz” Hanz 十 十 az 十 ao ay> 0, 
(2.51) 
其 中 ao 一 hr， a 二 hy- 1 s ay=ho. 则 百 (z) 天 0，|z| 志 1 的 
充分 必要 条 件 为 
A. @(1)>0; 
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<0, NJAM 
BCD 0， 3 N 为 偶数 ， 


C. @b,=aa;—aa, by k=0, 1,  N—1, 
c=bob— bn ibw its k=0, 1, **, N—2, 
di=coct—en ac k=0, l, = N—3, 

直到 一 0, 1, 2, 3 我 们 可 得 到 四 个 数 ， 比 如 po bu po 

P. 再 令 
qa = popo 一 Papai qs = Popi — Pihi» 
则 要 求 以 下 条 件 成 立 ， 
lao] < axs 
lbo} > 16wal， 
|co| > lewst, 
lgl > lgl- (2.52) 
以 上 诸 条 件 ， 看 起来 似乎 很 复杂 ， 其 实 不 然 ， 用 计算 机 来 判别 
还 是 很 方便 的 . 
特别 地 ， 当 六 一 2， 设 
H(z) = h + hz + haz? sho > 0, (2.53) 
则 D) = h + hiz + ha = a° jaz aso a >O 
FEH £ 0,|z| < 1 的 充 要 条 件 为 


1.) = as +a, + as > 0. (2.54) 

2.@(— 1) =a, — aa + aa > 0, (N = 2). (2.55) 

3. Jao} < az (2.56) 
还 原 到 (2. 53) 的 系数 是 :H(z) 隆 0, |z |<ç1 的 充 要 条 件 是 : 

l.ho 十 天 + hç > 0. (2. 57) 

2.ho— h + h, > 0. (2. 58) 

3. [hs| < ho. (2. 59) 
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事实 上 ， 读 者 可 以 利用 代数 知识 直接 证 明 (2. 53) 二 次 多 项 式 
根 都 在 单位 圆 外 的 充 要 条 件 就 是 〈2. 57) — (2,59) 三 条 . 
如 今 利用 以 上 知识 来 判别 一 下 : 图 2.4 的 滤波 器 是 否 是 具 
有 最 小 相 移 的 、 此 时 
H(z) = 0. 35 + 0. 3z + 0. 22 -+ 0. 122 十 0.05z4， 
(2. 60) 
则 更 (z) = 0.35z + 0. 32° -+ 0.22! + 0.1z + 0.05, 
(2. 61) 
a, = 0.35,a, = 0. 3,a, = 0.2,a, = 0.1,as, = 0. 05. 
验证 以 上 4，B, C 三 条 件 : 
A.@(01 = 0.35 + 0.3 + 0.2 + 0.1 + 0.05 = 12> 0; 


(2.62) 
B.N = 4, 
@C— 1) = 0.35 — 0.3 + 0.2 — 0.1 + 0.05 = 0.2 > 0; 
: (2. 63) 
C.a, = 0. 05 < 0. 35 = a, 成立. 《2. 64) 
令 b=al—al=—0.12, bi=asa—aai=—0.1, 
乌 一 aoaz 一 aiaz 一 一 0.06， 有 一 aoas 一 atal 一 一 0.02， 
W lbs |=0. 12>0. 02= jb R. (2. 65) 
令 go = bob, — bb, = 0. 014, 
qz = biba — bib, = 0. 0052, 
可 见 igol = 0. 014 > 0. 0052 = qr. (2. 66) 


由 (2.62) — (2,66》 诸 式 看 HO Z 0,|z| < 1, 可 见 由 
{2. 60》 所 对 应 的 滤波 ， 即 图 2. 4 对 应 的 滤波 
y= Dhire (2. 67) 
是 具有 最 小 相 移 的 . 
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第 三 章 ”简单 的 加 权 平 均 滤波 


S1 用 滤波 来 作 测 频 器 中 的 频率 校正 


1.1 简单 的 加 权 平 均 滤波 ， 
由 第 二 章 中 我 们 知道 ， 数 字 滤 波 的 公式 可 表 为 


= Dh G.) 
如 果 (k) 只 有 有 限 项 ， 则 〔〈 3. 1》 变 为 
x= > jz (3.2) 


特别 当 


MM (3.2) 变 成 
1 M 
= BT 
“mie x 十 zw Hee T z, H zo + z + z, —+ 
e 十 za). (3.4) 
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可 见 通 常 的 “平均 ”运算 就 是 -种 最 简单 的 滤波 ， 它 的 IRF 是 
《3.3), mi FRF Æ 


“ 
Heay= Dhe™ 
— 


= — e 
= 3M F 19 + 2cosw 十 2cos2o 十 … + 2cos Me) 


= mml + 十 cosw 十 cos2w 十 … + cosMe| ` 


《3,5) 
利用 1 + cosà 十 cos24 + = + cosNÀ 
— 1 jcosNÀ — cos(N 十 DA 
= y (A +ib (3.6) 
〈3.5》 可 以 缩写 为 
2 1 1cosafa 一 cos(M + Dw 
nwe arl 1 — cosw J) 
_ _ l _[cosMe — cos(M + Dow 
一 2M + Í 1 — cosw } an 
显然 五 (o) 是 实 函数 ,这 是 因为 IRF 满足 
ha = hs k = 12 《3.8) 


由 第 二 章 的 知识 我 们 知道 ( 3. 4) 是 非 因果 性 的 , 在 实时 处 
理 上 是 不 能 用 的 ， 但 是 如 果 要 滤波 的 “全 部 ”数据 已 得 到 ， 则 
〈 3.4) 相当 于 事后 处 理 〈 不 是 在 线 处 理 ) 还 是 下 以 进行 的 ， 

H (3.7) 可 以 看 出 : | H(e) | 随 着 M 的 增加 而 发 生变 化 
《 见 图 3.1). 由 图 3.1 可 以 看 出 当 m 小, 即 平均 项 数 少 , 则 “ 低 
通 ” 去 “高 频 噪 声 ”( 也 就 是 数据 的 随机 性 “毛刺 当 的 能 力 差 ， 
I m=3, B [0, 0.5) 区 间 的 主轴 外 有 一 个 宽 的 旁 光 一 表明 高 
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3.1 TOSE FRF, m=3 和 m=7 平均 项 息 多 ， 低 通 的 性 能 印 好 
频 成 分 还 是 可 以 通过 ,因而 滤波 输出 不 会 很 “光滑 ”; 反之 , 4 
到 增加 到 7， 由 图 3. 1 可 以 看 出 其 滤 高 频 的 性 能 就 要 好 得 多 . 
图 3.2 是 一 组 受 干 扰 的 数据 y(2) 一 0. 23 十 0.14t 十 上 的 二 
种 滤波 结果 , s 是 白 噪声 序列 . EP m= 3 对 应 的 滤波 效果 不 如 
m=7 的 好 ，m 二 3 的 结果 比 杰 一 7 的 结果 有 较 大 的 起 伏 ， m=7 
比较 平缓 . 
以 上 介绍 的 是 最 简单 的 一 种 滤波 : 平均 移动 〈 3. 4) 它 的 
IRF 是 恒 等 的 ， 即 


=} = . 
h =M TIn 0 L l, + M. G. 9) 


其 抑制 随机 噪声 一 特别 是 高 频 噪声 还 是 有 效果 的 ， 但 还 不 够 理 
想 ， 这 可 由 图 3. 1FRF 的 特性 和 图 3. 2 的 例子 看 出 ， 一 般 说 来 
要 达到 最 佳 的 抑制 噪声 的 效果 {h} 的 选择 应 根据 噪声 的 特性 来 
选择 ， 因 而 不 可 能 是 等 权 的 ， 如 何 根据 噪声 特性 来 选 最 佳 的 
IRF， 我 们 将 在 后 而 几 章 里 加 以 介绍 . 
虽然 〈 3, 2) 的 滤波 形式 非常 简单 , 但 是 它 在 许多 实际 问题 
。57。 


m=7 


3 m=3 


2 y=2.3 +0.137 


L 4 Ç š 9 3 H 16 


图 3.2 m 一 3 和 疾 一 ? ARRA R, KARAREN 
中 非常 有 用 .以 下 就 介绍 一 个 实际 问题 中 提出 来 的 例子 . 


1.2 测 频 器 中 的 频率 校正 问题 . 


济 频 器 是 一 种 量 测 振动 频率 的 电子 仪器 ， 按 物理 学 上 通常 
的 理解 ， 频 率 应 是 单位 时 间 内 某 种 物体 的 振动 次 数 ， 如 果 该 物 
体 的 振动 理论 上 是 恒定 的 ， 则 量 测 其 频率 就 比较 容易 ， 比 如 在 
4 间隔 内 对 振动 总 次 数 加 以 计数 ,再 除 以 4 即 可 得 它 的 频率 , 反 
之 ， 如 果 该 物体 的 振动 不 是 恒定 的 ， 而 且 变 频 的 ， 则 在 4 间隔 
内 量 测 到 的 只 是 平均 的 频率 而 不 能 量 测 到 任 一 + 的 瞬时 频率 . 
例如 : 某 型 号 的 数字 测 频 仪 , 在 A 间隔 内 测量 到 振动 次 数 为 N. 
次 ， 则 反映 出 来 的 平均 频率 是 


， (3.10) 
Non 

其 中 fo 是 仪器 中 石英 振荡 标准 频率 ,比如 f= 二 5Mec, No 是 量 测 
和 4 加 隔 内 的 分 频次 数 , 例如, No。 一 2X10, n 一 256, 然而 在 许多 


科技 工作 中 需要 的 不 能 是 平均 频率 矿 ， 而 希望 能 得 到 瞬时 频率 
.58。 


万 ， 于 是 理论 上 提出 一 个 问题 : 给 了 许多 时 间 同 隔 4 内 的 平均 
频率 { 天 ，i 一 0， 土 1，…}， 能 不 能 由 平均 频率 获得 瞬时 频率 
} 呢 ? 
理论 上 , 我 们 不 妨 认为 上 时 刻 的 瞬时 频率 为 (1) ,其 =i4 
时 刻 的 平均 频率 为 


a) 
f. = fG) - 3 ia fd = ia, BAD 


问题 化 为 由 { 斑 } 出 发 去 估计 je 
设想 上 一 * 十 r, 而且 f G) 有 足够 的 光 清 性 , 则 可 将 它 展 开 成 
Taylor 级 数 


FO = fG) + F EDH + 


fe EUe to "二 
《3.12) 
为 了 应 用 于 实际 ， 我 们 可 略 去 〈 3. 12》 的 余 项 并 代入 于 下 
列 积分 式 中 : 


Sm laya, =+, 土 2… — (8.13) 
= 
ma mS, = “G, + rdr 
+ £ N 
+ 
或 
saro AP A 


《3. 14) 
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于 是 ， 问 题 化 为 : 已 知 ( 3. 13》 中 的 (Sm), 如 何 去 恢 复 
G)? 

如 果 取 定 一 个 = 值 , RAI m. 则 ( 3. 14》 就 变 成 了 
U, SPs e fe”) 为 未 知 数 的 一 组 线性 方程 组 ， 只 要 取 合适 
的 m 使 行列 式 不 退化 ， 则 可 以 解 出 {f，f 中 ，…，f")， 其 中 
了 就 是 我 们 所 求 的 . 

Hm n=3, m=1, 3, 5, 7, MJ (3.14) 变 成 已 知 


s = t zl atal z] = +m ka 
s= 5 + 3 za t al atal z) = 
Cn etalk) etal) 
= 
(8.15) 
解 此 方程 组 ， 可 得 
z = f = (3.16) 


《3. 16) 可 计算 出 
f= 1.1962891s,, 一 0. 23925781sy 
十 0.04785156su — 0. 00488281s;s (3.17) 
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其 中 
s= ft od = sJ. 


a La 
s= P sa tod =Y fa 
3 2 
8.18), 


P 
— 
s 
< 
+ 
2 
A 
"t 
1 
| 

J 
“i 
t 


1 Z 
s= H J todo 
将 ( 3.18》 各 式 代入 3.17) 可 得 
fab Ft ot fd) +t bf ,st f as) 
+ bf ist Fs) 


= Jaf ie (3. 19) 
其 中 b.=b., k=l, 2, 3, 
bo=1. 12540927, b= —0. 07087979, 
b:=0. 00887280, b= —0. 00069751. (3. 20) 
显 见 ，( 3. 19) 是 对 称 IRF 的 非 因果 性 滤波 ， 


$2 X-11 及 其 在 经 济 预测 预报 中 的 应 用 


2.1 X-11 算法 . 


在 许多 课题 中 ， 如 经 济 计划 ， 股 票 行情 分 析 等 都 需要 作 预 
测 预 报 ， 在 对 未 来 的 预测 中 人 们 首要 关心 的 是 “未 来 的 趋势 如 
。61 。 


何 ? 是 否 有 周期 性 的 变化 ? 等 等 ， 美国 的 时 间 序 列 分 析 工 作者 
曾 给 出 并 研讨 了 一 种 非常 实用 而 在 广泛 应 用 中 还 颇 有 成 效 的 数 
据 分 析 方 法 一 称 为 X-11 方法 . 其 考虑 问题 的 出 发 点 是 , 比如 图 
3.3 是 - - 张 某 航空 公司 历史 售票 的 记录 图 ". 


x10 
6 


1950 1960 


B33 国际 航空 公司 月 客户 量 自 1949 一 1960 年 的 记录 
此 时 可 认为 图 3. 3 中 该 记录 z, 可 分 解 为 三 个 成 分 
z = T, S. + 6, (3.21) 

其 中 居中 包含 有 一 个 “趋势 ”的 成 分 ， 记 为 了 ,此 外 含有 季节 
性 的 成 分 ， 即 每 年 6~7 月 份 是 最 高 峰 ， 季 节 性 的 分 量 记 为 S 
此 外 ，z 中 还 存在 着 不 好 预先 估计 的 随机 因素 ， 记 为 s. 

X-11 方法 给 出 了 一 种 分 解 之 H Ta S. fll 的 方法 . 例如 ， 
图 3. 4、3. 5、3. 6 就 是 用 X-11 方法 将 该 航空 公司 客户 量 的 记 
录 分 解 出 来 的 “趋势 ", “季节 性 分 量 ”与 “不 规则 分 量 ”. 

很 显然 ， 一 旦 分 解 出 上 述 、S,， 对 航空 公司 的 计划 管理 
人 员 讲 具有 重要 的 指导 性 的 意义 , 公司 可 以 从 数量 上 利用 并 和 


* M, Box & Jenkins (1970). p.531 
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1950 1966 


Era kE 3.3 用 XN TRARA ER 5 9 yR Oy T, 


Was 由 图 3.3 用 X-11 方 法 分 解 出 来 的 季 匠 成分 S, 


图 3.5 用 X-11 方 法 从 图 3, 3 中 分 解 出 来 的 不 规则 成 分 = 
S, 作 计 区 上 的 调整 ， 


那么 由 图 3. 3 对 应 的 记录 r BERHAD EDH T, .S, 和 
ER? XN 的 分 解 方 法 就 是 第 对 下, 进行 以 下 一 系列 的 滤波 而 
. 63. 


获得 的 、 
(1) 将 zz 进行 第 一 次 滤波 ， 滤 波 器 记 为 已 ， 其 输出 称 为 


“趋势 的 初 估计 >， 记 为 你 ， 即 


Fila) = T, (8. 22) 
F, 滤波 器 的 IRF 是 
= 1 
h = T° (3.23) 
h = h. = L (3.24) 
一 一 站 
h= ha = b, k= 1,2,3,4,5. (3.25) 
12 
ñ 
L 1 
4 a 


—6-5-4-3—2 -10 1 23456 


图 3.7 X-11 中 对 了 知 计 的 滤波 F, 的 IRF. 


其 图 形 如 图 3. 7 所 示 . 
Q) y = = — +, € 3.26) 
并 将 y 进行 第 二 次 滤波 , 滤波 器 记 为 F:， 其 输出 称 为 “季节 性 


成 分 的 初 估计 >， 记 为 $,， 即 
Fay) = Š,. (3.27) 


F, 的 IRF 是 
ho = 0. 333, 
hi = h-i = 0.222, 
hu = h-a = 0.111, 
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h, =h, = 0,34 k Z° 0,12, — 12, 24, 一 24. 


(3. 28) 


H ( 3. 28) 可 看 出 该 滤波 系数 是 稀 朴 型 的 . 其 图 形 如 图 3. 8 
所 示 . 显然 〈 3. 28) 是 考虑 到 含有 以 12 为 周期 来 设计 的 . 


0.333 


图 3.8 X-1i 中 Fs 所 对 应 的 IRF 
A 
CD WEZE, $ Zens 


(3.29) 


并 将 它 输 入 于 第 三 个 滤波 器 Fo 其 输出 记 为 了 , 是 z, 的 趋势 成 


分 了 一 PCZ DEF ËJ IRF R: 
ho = 0.24, 
hı =h, = 0.214, 
hz = hs = 0.147, 
hs = h, = 0.066, 
h, =h = 0.0, 
0.028, 
0.019. 


hs =h; 
h = h. = 
它们 对 应 的 图 形 如 图 3. 9 所 示 . 
. (4) 第 四 步 . 令 & = z, Ta 
并 输入 于 滤波 器 F,， 其 输出 记 为 So 
S, = F), 
是 对 应 于 z, 的 季节 性 成 分 ，R 滤波 器 的 IRF 选 为 


(3.30) 


C3. 31) 


(3.32) 
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h = 0.2, 


hu = hs = 0.2, 
hu = ha = 0.13, 


(3.33) 
hys = h_a = 0.07, 
hs = 0,34 S 2 0, + 12, + 24, + 36, 
其 图 象 如 图 3. 10 所 示 . 
oz 
0.214 
| x oT 
0.066 
ss | | ，，， 
a a rr o 1 t 3 人 
图 3.9 X-11 FEPER T 的 沥 波 器 F; 的 IRF 
02 úz 0.2 
013 0.13 
907 | | T 
-5 -4 -12 g 12 A 36 
图 3.10 X-11 中 提取 3, f F. É IRF 
(5) 第 5 步 ， 令 
s== T, — Sa (3.34) 
则 它 对 应 的 是 z, 中 的 不 规则 成 分 . 


从 支 的 实测 数据 出 发 ,经 过 以 上 5 个 步骤 就 可 以 获得 zx, 中 
的 趋势 成 分 (如 图 3.4) T, 及 季节 性 或 称 周期 性 的 成 分 3, 
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2.2 用 X-11 方法 作 短期 预测 预报 . 


以 上 介绍 的 X-11 方法 在 国外 经 济 工作 者 中 间 已 为 许多 人 
所 掌握 并 运用 于 实际 工作 中 ， 近 年 来 园 内 金融 界 也 开始 学 习 和 
应 用 . 

然而 ， 如 果 要 运用 X-11 作 预 报 工作 ， 尚 存在 以 下 间 题 : 

41) 无 论 是 R S, X-11 所 能 提供 的 是 由 数据 出 发 获得 另 
一 些 数据 ， 它 不 提供 数学 公式 ,因而 T, 和 S, 其 + 所 属 的 集合 
均 在 “历史 ”的 范围 ， 没 有 告诉 我 们 如 何 将 它们 “ 延 拓 ” 到 
“未 来 ”的 方法 ， 

D 由 第 二 章 的 知识 读者 可 以 看 出 : F. —F, 是 属于 “ 非 因 
果 型 ”的 滤波 ， 即 假设 观测 数据 为 


TOs TI Tos t y EM TMy EN MIN-M ENS 
(8.35) 

miw F h IRF 为 
F: hh yr sh is ho hs shy, (3.36) 

W ,= F(z,) 


= Dat MMH -N= M, (3.37) 
Lu 


1 W. tg z, Hy Ca. 35) 序列 相 比 ，y 的 两 端 缺 了 数据 (参看 图 
3.11). 

由 图 3. 11 可 以 看 出 [0, MJ 和 [N—M+1, NJ 两 端 得 
不 到 趋势 了, 和 季节 性 成 分 S, 的 数据 ， 因 此 ， 如 果 不 能 将 它们 
“IE”, 则 不 仅 谈 不 上 对 入 十 1 ,NN 十 2，… “未 来 ”部 分 的 认识 ， 
甚至 连 “ 近 年 ”来 的 T, 和 S, GN 一 MM 十 1, =, N) 也 无 从 认 
识 . 

因而 如 何 通过 适当 的 手段 使 X-11 的 输出 能 包含 两 端的 数 
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为 XO aa Xu n, TM Znam sn Sw o, XN 


hu... kho a. Fu hn o ho o, hw 


E NEH 可 

am —— an 一 人 了 
图 3.11 由 于 X-11 的 非 因果 性 党 流 亿 成 两 端的 数据 空 评 

据 是 时 间 序 列 分 析 专 家 讨论 了 许多 年 的 问题 详细 的 可 见 Xie 
(1993). 以 下 介绍 两 种 常用 的 方法 : 

GQ) 平 直 延伸 法 . 即 首先 将 观测 值 (r t=0, 1, 2, s 
N) 延伸 至 {zo 1=0, 1, 2, s N, NH1, = NAM}, 
其 中 定义 


Epps = zu, k = 1,25, M. (8.38) 
然后 利用 X-11 的 4 步 滤 波 处 理 (z, 0S&t&N+M}. 显然 , 此 
时 可 获得 

TS 一 MT1N (3. 39) 
的 估计 OLE 3.12). 


I 
1 M NM N NIM 


图 3.12 PEEM M 个 数据 以 获 完整 的 T,、3, 的 估计 
2) 回归 延 拓 法 ， 此 方法 的 特点 是 先 估计 S, 在 [N —M+ 
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1, NJ 范围 内 的 值 ， 再 去 估 同 一 范围 了 的 值 . 以 下 先 介绍 如 何 
估计 So t5N—M+1, N—M+2, +, N 的 值 . 
H X-11 的 4 个 滤波 步骤 可 获得 9 在 [M,N 一 M] 的 估计 
(以 国际 航空 公司 的 图 3. 3 为 例 ， 可 得 图 3. 5 的 季节 成 分 SD. 
从 图 上 已 明显 看 出 S, 的 周期 性 (但 还 不 完全 是 周期 函数 ), 设想 
在 [M,N 一 M] 内 有 工 个 周期 图 形 ， 第 /个 图 形 的 函数 记 为 
SD EtEP, (= 12L, (3. 40) 
(本 例如 一 12， 即 周期 长 为 12 个 月 )， FES 


i 
š a= Fa + pa DEtEP G(3.4D 


作为 理想 的 周期 成 份 。 于 是 在 [N— M+, N] 范围 内 可 以 将 
ŠG) 对 准 相位 后 往外 延 拓 即 可 苞 S, # CM, N] 区 间 内 的 S, 值 . 
读者 不 难看 出 ， 此 法 亦 可 用 于 [0，M 一 1] 左 段 5, 的 估计 . 
以 上 的 方法 , 可 用 以 下 简单 数据 来 说 明之 ; 设 用 X-11 方法 

已 估 得 5, 的 如 下 数据 : 

Si = 2, S; = 5, S; = 1,S,=0,S,=1, 

S, = 2, So = 6 Sa = 2, Su = 0, Su = 一 1， 

Su = 1, Sis = 5, Su = l, Su =— L, Su = 0, 

Sr = 2, So = T, Sn = 2, So = 0, Sa = 1, 

S. = 1, (3.42) 
Sas Srs SuM Si Sar Sa 数据 缺 . 
此 时 M=3, N=27, P=5 (ARMA 5), 工 一 4、 于 是 由 ( 3.41) 
可 以 求 出 理想 局 期 成 分 为 


Ç . 
še) = AISES KELP, C3.43) 


对 应 于 (3. 42) 各 值 如 下 : 
S01) =1.75, Š) = 5.75, 
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S (3) = 1.5, Š 4) =— 0.25, Š (6) = 0.25, (3.44) 
于 是 , 可 以 将 ( 3. 42) 的 两 庙 利 用 《〈 3.44) 对 淮 相 位 后 作 延 拓 
如 下 《人 为 补充 的 ，S, 为 X-11 分 解 的 数据 ) 
Š. = 1.5, Š, =— 0.25, Š, = 0.25, 
S, = 2, S, = 5, S = 1,S =0,S,=1, 


S, = 1, S, = 5.75, Š$, 一 1.5， Š, == 0. 25. 

AT So OKEN 的 估计 以 后 就 可 以 利用 统计 学 上 的 回归 
方法 来 估计 T,,[0, M—1J8R[N —M+1, NJ. 事实 上 由 ( 3.21) 
式 , 令 

z == -— S, 0<z:< N, (3.45) 
则 由 【〈 3.21) 知 
z = T,+ s, (8.46) 
它 变 成 统计 学 上 的 回归 问题 , 即 已 知 xy :一 0, 1, =, N 的 值 ， 
如 何 去 估 计 T， 如 果 T, 考虑 为 线性 函数 ， 则 〈 3.46) ER 
z, = at + B + &,. (3.47) 
于 是 统计 学 上 告诉 我 们 当 6 为 N (0, a?) 白 噪声 列 时 , 最 好 的 
X (a, 0) 的 估计 是 


t Sa 

a= S (3.48) 

, 4 

B= z— at, (3.49) 
其 中 s= O01424 +N, 


“NFI 
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1 N > 
S,= NT Due DG — D. (8.50) 


这 样 就 可 以 得 到 了 ，, :一 六 一 M 十 1， N—M+2, …，N 的 数据 . 
至于 比较 复杂 的 zo -MIR P 阶 多 项 式 来 回归 : 

z = a + a + ag? H ee + as” F e (3.51) 
RASA T,Sastattag jas, (3.52) 
而 s 仍 考 虑 为 N (0, 0?) 白 噪声 序列 .此 时 由 =， e=0, 1, 2, 
…，N 如 何 去 佑 计 (as, as o as) 参数 , 统计 学 上 已 有 许多 
成 熟 的 算法 和 软件 ， 具 体 计算 公 式 可 参看 [17] . 

最 后 ， 我 们 来 介绍 如 何 作 预 报 、 用 上 面 介 绍 的 方法 已 可 获 


得 

Tot = 0,1,2,. N, 

Sist = 0,1,2,--- N. 
对 于 $,， 如 果 用 平 直 延 伸 法 〈 3. 38) 得 到 的 ， 则 应 用 ( 3. 40), 
(3.41) 的 办 法 将 S, 延 拓 到 .S,，: 一 N FL，N 十 2，…，N 二 r， 
(Cr [R AVE KAK, 1<<r<6 AE) 此 外 对 了 的 较 近 的 数据 
[Tw-w，Tw-wtis Ta] 范围 内 用 多 项 式 氢 合 或 用 样 条 
(Spline》 拟 合 后 即 可 外 延 到 Tro Trio 1o Ture EES 


LT tNTINit, — G.53) 
即 可 作为 x, 向 外 推 的 预测 值 . 


2.3 X-11 的 整体 性 滤波 法 ， 


由 前 已 述 ， 对 数据 z, t= 二 0，1，2，…，N， 进行-11 的 
分 解 ， 需 要 经 过 前 后 5 个 步 又 的 小 波 和 运算 ， 手 续 上 显得 比较 
繁复 ， 以 下 将 介绍 的 是 : 将 4 个 滤波 手续 视 为 一 个 整体 ， 则 其 
运作 可 分 析 如 下 : 

首先 我 们 指出 以 下 的 事实 : 假如 F, 的 IRF A (a), k= 

。71。 


0, +1, +), F,ÉJ IRF 为 (A, GO, z=0, 1, =), 满足 
Di) <+ eo, i= 12, (3. 54) 

F, ËJ FRF S 
He) = Y) he, i = 1,2. (3.55) 


令 F, 为 联合 系统 , 即 先 经 F, 滤波 后 再 经 F, 滤波 (参看 图 
3.13), ` 


图 3.13 将 ?看 为 Ra 一 Pi Fe (et) 的 输出 
则 F, 的 IRF 为 
ha) = Jyh hE — k), (8.56) 
Tü F, 的 FRF 为 
H e™) = Hile H, e). (3.57) 
要 证 明 以 上 事实 ， 只 需 考虑 F, 输出 的 序列 
x = D mrs 
(参看 图 3. 13) ， 再 将 = 输入 于 Fe 
x= 2 ha (3. 58) 


= D, O| 和 ez， (3.59) 
@u=k+na, (3.59) 可 改写 为 
x= > > hah (u 一 有 zs 
。72 。 


= XZ 127 — b) Jtiu (8. 60) 


= J ADTs (8.61) 
其 中 halu) = D hkh u — k) (3.62) 
Z 
H F. W IRF. d (3.62) 可 知 它 的 IRF 为 
HoD = D, h G)", (z = e ™). (3.63) 
然后 ， 将 (3.62) 代入 ( 3.63) 得 
H= SDR — k) Je" (8.64) 
obi 
= Dh) Dhu — bz"). (3. 65) 


& s=u—k, u=s+k, IRA C3.65) 得 
H,G)= Dh {Xho} 
Ç n 


= ( 21, GD) ( 27 e} 
= H,GDH, (2), (8.66) 
从 而 证 明了 ( 3. 56) 和 ( 3. 57) 的 结论 . 
读者 不 难看 出 :由 ( 3. 66) 知 滤波 运算 作为 算 子 看 待 是 可 以 
结合 ,也 是 可 以 交换 的 ， 
3 = F, * F, = F, - F,. 
上 述 结果 容易 推广 到 个 的 场合 ， 以 二 4 为 例 可 有 : 
天 一 
= F,(F,[F, FED 
= F.(F,EF, - FD 
= (F, FD e (F. F), (3.67) 
等 等 , 它 的 IRF RER A (8), i 二 1, 2, 3, 4 作 多 重 卷 积 即 可 . 
利用 上 述 理论 我 们 可 以 重新 认识 X-11 经 过 的 4 步 滤波 手 
。73 。 


续 .， 现 将 以 上 X-11 的 处 理 过 程 画 成 框图 部 如 图 3. 14 所 下. 


jo 


> 


x: 


图 3.14 X-11 方法 的 整体 运作 框图 
如 果 设 工 为 恒 等 算 子 ， 则 生成 T, 的 算 子 可 由 以 下 综合 而 


得 : 
Frz,— Folz] 

= Fz — $] 

= F,[z, — F,(y,)J 

= Filz ~ Faz — T] 

= Fole, — F,(z, — Fiz)] 

= File, — Fl — Fa] 

= F,[I — FT — Fi) Jen (3.68) 
可 见 Fr= FRU — F,(I — F.)], (3.69) 

类 似 地 ， 对 获得 S, 的 算 子 F, 亦 可 表 为 
F, = FUI — F+]. 《3.70) 


由 (3. 23) 一 (3. 25) 可 得 
H= pOH G L + EHD + e 


EED] G + zD. (8.7) 


H (3.27) — (3.28) 可 得 
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— s V 


Hle) = 0.333 + 0. 22202" + z t] + 0.111[z* + z” 1, 


由 (3.30) 知 , H,G) 可 具体 表 为 
H(z)= 0.24+ 0. 214 +z t 0. 147G + z 5) 
十 0.066(z: + z?) 一 0.028(z5 十 2 5) 
一 0.019(zs + 27°). 
由 (3. 33》 可 得 
H(z)= 0.2 + 0.2(2 + z) 
十 0.13Cz* + z) + 0. 07(z% + 7"). (8.74) 
将 (3.71) 一 (3.75) RA (3.69) 可 得 


Hr = H,[1 HG — H.)] 


(3.72) 


(3.73) 


G. 75) 


的 73 WRR: 而 Hr 所 对 应 的 系数 (ksz… 的 系数 Oa) 即 为 获 
得 了 的 滤波 器 Fr 的 IRF, 由 于 对 称 性 hmh 因而 只 需 给 出 
{hos ha "ts ha) BITT. F+ 所 对 应 的 IRF 列 于 表 3. 1- 


k hrk) k hr (8) k hrk) 
0 0.188006 12 一 0.03478 |24 一 0.01739 
1 0.170793 13 —0. 0287028 | 25 —0. 0141988 
2 0. 126234 14 —0. 0136992 | 26 一 0. 00663225 
3 0.0719015 |15 0. 0039775 | 27 0. 0020535 
4 0. 0268944 |16 0. 0176444 | 28 0. 00839438 
5 0. 00654875 |17 0. 0221908 | 29 0. 00983275 
6 0.01467 18 0.020202 | 30 0.006734 
7 0.0272412 |19 0.0148833 | 31 0. 00252525 
8 0.0193556 | 20 0.0101056 | 32 0. 00085562 
9 0.0037185 |21 0.0017945 | 33 —0. 0001295 
10| —0. 0145688 |22 0. 00750175} 34 — 0. 00043475 
11} —0. 0293132 |23 —0. 0148092 | 35 一 9. 00030525 
36 一 0.00008787 
囊 3.1 (Fr 所 对 应 的 涉 波 系数 ) 
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同 理 ， 由 《3, 70) 可 看 出 F, 所 对 应 的 
H,Gz) = HDL 一 Hr(z)] (8.76) 
总 共有 145 项 ; 而 H, G) Br33 82 08 # i 8 3⁄ Bl129 F, K IRF. 同 
样 ， 由 对 称 性 , 表 3.2 给 出 了 ,所 对 应 的 IRF. 在 进行 具体 滤 
波 时 应 自行 进行 对 称 延 拓 . 
— 


k h, (Ck) £ h, (&) k h, (&) £ h G) 


0 | 十 0. 180845 |18|—0.0116424 |36| 十 0.0648566 — 0. 00228956 
1 | 一 0 018763 |19|—0. 0113346 |37| —0. 00538442 . 00137011 
2 |—0. 0177253 |20|— 0. 0107947 |38| —0. 00572901 - 000818625 
3 . 0164107 

21į—0. 0107023 |39| —0. 00596088 |57|—1. 08785-4 
4 |0. 0152438 

22|—0. 0109504 |40| —0. 00585525 |58| +5. 8164E-4 
5 |—0. 014586 

23|— 0. 0113084 |41| —0. 00530976 |59| +0. 00107633 
& 1 一 0. 0138815 

24| 十 0. 118445 |42| 一 0. 00499996 j60| 十 0. 00122872 
7 | 一 0. 013636 

25| 一 0. 0115709 |43| 一 0.00434676 |61| +9. 93913E-4 
8 | 一 0. 0142637 

26| 一 0. 0113243 |4 和 一 0. 00283975 |62| 十 4. 64258E-4 
9 | 一 0.0161269 

27| 一 0.0108137 |45| 一 0. 00046768 |63! —-1. 43745E-4 
10|— 0. 018531 


p 28 — 0. 0100589 |46| +0. 00208199 |64| 一 5. 87606E-4 
11|—0. 0205692 
29| 一 0. 00916293|47| 十 0. 00403818 |65] — 6. 88293E-4 
121 十 0. 178583 
30| 一 0. 0083212 |48| 十 0. 00471288 |66| —4. 7138E-4 

13| 一 0. 020731 67|—1.76768E-4 
31|— 0. 00748148149| +0. 00385503 |68|—5. 98938E-5 


14|— 0. 0187614 
32 — 9. 00659109|50| 十 0. 00182114 169| 十 9. 065E-6 


15| 一 0.0161955 70|+3.04325F-5 
33| 一 0. 00584951|51| 一 0. 00054538 

16|—0. 0138103 71|+2.13675E-5 
34|—0. 00535513|52 一 0. 00232637 

17 —0. 0122976 72| 十 6. 15125E-6 


35|-—0. 00512191153| —0. 00283161 
33.2  (F, 所 对 应 的 滤波 系数 } 
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表 3.1 列 出 的 Fr 所 对 应 的 hr G), k=0, 1, 2, +=, 36, 
其 图 形 如 图 3. 15 所 示 . 

表 3. 2 所 列 的 F. 所 对 应 的 滤波 系数 疡 (8 ,=0, 1,2,*…， 
72 由 图 3. 16 所 示 . 

由 图 3. 16 可 以 看 出 , AO 只 有 在 上 一 12，24，36 时 有 较 大 
的 值 , 其 它 的 值 很 小 . 这 是 因为 X-11 考虑 的 是 经 济 数据 , 它们 
往往 是 以 12 (月 ) 为 周期 ,从 而 2X12，3X12 也 是 周期 ,如果 
不 是 以 12 为 周期 , W X- 的 第 二 步 滤波 系数 (3. 28) 不 为 0 的 
h 就 应 该 随 之 更 换 . 


he (k) 


图 3.15 提取 趋势 项 T, 的 组 合 灌 被 所 对 应 的 TRF (383.1) 
有 了 表 3.1 的 条 (R) , k=0, +1, +2, …, £36, 和 表 3.2 
ÉJ AG), t=0, E1, et, +72, WIMA z, 数据 出 发 想 获得 趋势 了 
和 季节 项 S, 就 非常 方便 ， 此 时 可 直接 滤波 而 得 : 
T,= Dhr)r ,to 36,37,-- N — 36. (3.77) 


+253 


B 
S.= Ý) BGD t= 72,738, N — 73. (3.78) 


«Tn 
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图 3#16 PREPA T, MAARN IRF ( 表 3.2) 
当然 ， WFA), 4 62238 以 后 很 小 也 可 以 考虑 将 
(3. 78) 中 的 求 和 项 缩短 到 [一 38，38] 范围 内 ， 这 样 可 以 节省 
一 些 数据 . 


2.4 用 X-11 方法 来 预报 某 车 站 的 铁路 货运 量 . 


为 了 更 好 地 挖 所 铁路 的 货运 能 力 ， 一 项 重要 的 工作 是 对 货 
运 的 需要 能 有 超前 性 的 预测 .目前 许多 车 站 还 不 能 作出 中 长 期 
( 数 月 乃至 季度 》 的 预测 预报 ， 图 3. 17 就 是 我 国 某 车 站 自 
1975—1985 铁路 货运 的 记录 图 形 ， 

由 图 3. 17 可 以 看 出 它 有 一 -个 上 升 的 发 展 趋势 ,此 外 又 有 明 
显 的 季节 性 一 大 家 都 知道 ， 每 年 春节 前 后 的 货运 任务 是 最 繁重 
的， 此 外 整个 记录 又 带 有 随机 性 的 ， 因 而 符合 X-11 成 分 的 构 
成 ， 设 图 3.17 的 记录 为 xo WDR z, 可 表 为 

z, = T, + S, +E. 

于 是 对 记录 z, t=1, 2. …，110 用 表 3. 1 和 表 3. 2 来 提 
RAURI T, RERI Se ek hrk) ) W AOD) 各 
取 36 十 1 项 , 即 & 一 9, 1, 2,1, 36. 为 了 得 到 两 端的 结果 ,我 
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317 我 国 南方 某 车 站 1975—1985 的 货运 量 记录 
们 用 简单 的 对 z 进行 平 直 延伸 ， 于 是 可 获得 它 的 趋势 7, 和 季 
节 性 成 分 如 图 3. 18 和 图 3. 19. 


图 3.18 用 X-11 方 法 提取 的 铁路 货运 的 趋势 项 工 
利用 以 上 介绍 的 预测 方法 ， 基 于 以 往 观测 数据 就 可 以 往外 
EMR, 表 3. 3 给 出 了 X-11 方法 对 未 来 10 个 月 的 铁路 货运 的 
预报 值 及 与 真 值 的 比较 . 
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转 3. 19 用 X-11 方法 提取 的 铁路 货运 的 季节 性 成 分 5， 
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转 3. 20 用 X-11 提取 的 不 规则 成 分 


K Ë TRA ”| 相对 误差 〔 多 》 
1 15537 16133 3.8% 
2 15992 15559 2.7% 
3 16945 15658 7.6% 
4 19391 16180 16. 5% 
5 20182 16479 18. 3% 
6 16861 15774 6. 47o 
7 15894 15567 2.1% 
8 16874 15971 5.3% 
9 16103 15836 1.6% 
10 16227 15531 4.2 


383.3 (向 外 预报 10 个 月 的 值 及 与 真 值 的 比较 》 
平均 预测 相对 误差 为 6. 85 多 ， 表 明 有 相当 的 预报 参考 价 
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值 ， 从 表 3. 3 可 看 出 ,一般 讲 预报 误差 都 不 大 ， 比 较 大 的 是 两 
项 极 大 值 , BD 上 一 4 和 二 5, 其 原因 是 X-11 方法 提取 的 So E 
的 峰值 还 不 够 高 ， 以 至 于 影响 了 预报 的 峰值 偏 低 .另外 一 个 原 
因 是 

z, = T, + S, a. 
分 解 中 , 认为 s 是 白 噪声 , 即 认为 {a} 是 相互 独立 同 分 布 序列 ， 
因而 预报 值 实质 上 是 取 

Za. =T, + Sirs (3. 79) 
而 s 没有 对 预报 作 “ 贡 献 "” 如 果 深入 地 分 析 ， 图 3. 20 并 不 是 
白 噪声 ， 因 而 也 应 该 “参与 ” 作 预 报 ， 当 然 ， 这 样 处 理 就 会 进 
一 步 提 高 预报 精度 ， 只 是 如 何 对 =, 进行 建 模 和 作 预 报 已 超出 本 
书 的 范围 ， 读 者 如 有 兴趣 可 参看 谢 090 的 有 关 章 节 . 
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第 四 章 ， 极 大 极 小 准则 下 的 滤波 


8 1 动态 海洋 重力 仪 的 数据 处 理 问题 


“1 动态 海洋 重力 仪 提出 的 难题 . 


在 地 质 勘 探 方法 中 ， 地 球 物理 勘探 主要 有 三 种 方法 : 地 震 
法 、 电 磁 法 和 重力 法 ， 重 力 法 主要 是 通过 量 测 地 球 各 位 置 上 的 


ERE 
hpk x: 


量力 加 速度 值 的 变化 来 了 解 地 球 的 结构 ， 众 所 周知 ， 由 于 
时 物体 有 吸引 力 ， 因 而 在 地 面 上 各 点 都 有 确定 的 重力 加 速 


REW g, 如 8g 二 980cm/sec*. 但 不 同 的 纬度 、 不 同 的 地 下 结构 等 


这 些 


区 域 的 (e) 值 就 可 以 提供 地 下 构造 的 许多 信息 . 早先 在 量 测 重 
为 的 仪器 中 多 局 静 态 重力 仪 一 即 需 将 该 仪器 平稳 放置 于 仪器 架 
上 ， 测 出 该 地 点 的 值 后 再 移动 到 另 一 地 点 进行 量 测 ，、 我 国 解 
放 后 除了 进行 大 规模 陆 上 的 物理 勤 探 之 外 ， 在 六 、 七 十 年 代 就 
开始 了 大 面积 的 海上 资源 的 勘探 ”除了 地 震 法 之 外 ， 还 进行 了 
重力 勘探 ， 其 仪器 大 多 仍 是 静态 重力 仪 一 即 从 勘探 船上 将 该 仪 


因素 的 变化 使 得 各 观测 点 的 z 值 会 发 生变 化 ， 如 果 在 某 一 区 域 
内 的 g 值 者 能够 标 出 ( 按 一 定 精度 的 格子 点 上 的 g IË), 则 所 有 


lz) 人 将 提供 地 下 资源 的 状况 、 例 如 , 在 石油 勘探 中 , 该 
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器 放 入 海中 ， 此 时 停 船 ， 平 稳 后 可 读 出 一 重力 值 ， 而 后 再 开 船 
移 到 另 一 地 点 再 进行 重力 测量 ， 不 难看 出 ， 这 种 工作 方式 是 比 
较 花 时 间 、 进 展 比 较 缓慢 的 - -种 作业 方式 ， 原 因 是 它 使 用 的 是 
静态 重力 仪 。 于是， 中 国 工程 师 和 地 球 物理 勘探 的 专家 就 提出 
一 种 大 胆 的 设想 ; 能 不 能 生产 一 种 仪器 , 安装 在 勘探 船上 后 , = 
能 够 进行 自动 的 动态 量 测 z 值 ? 即 : 船 在 不 停 的 航行 过 程 中 , 仪 
器 能 够 不 断 地 输出 各 地 点 的 重力 值 ? 可 以 设想 ， 这 种 动态 作业 
方式 如 能 实现 ， 其 效率 将 远 远 高 于 葬 态 仪 的 作业 效率 . 
然而 ,动态 仪 的 作业 方式 将 遇 到 一 个 很 天 的 难题 ， 即 如 何 
能 在 强大 的 干扰 背景 上 检测 出 重力 信号 的 问题 .原因 是 : 勘探 
船 在 海 而 上 航行 的 过 程 中 会 面 对 两 种 加 速度 的 挑战 ， 一 种 是 水 
平 加 速度 ， 另 一 种 是 ， 尤 其 在 风浪 中 ， 上 下 项 艇 产生 的 垂直 加 
速度 、 前 一 种 加 速度 ， 在 仪器 上 尚 可 采取 一 些 措施 来 消除 ， 然 
而 , 后 一 种 垂直 加 速度 却 无 法 用 简单 的 设备 来 消除 . 大 家 知道 ， 
的 实质 是 量 测 一 种 加 速度 的 值 (cmysec?), 而 垂直 上 下 , 船 的 
MEUPE TIRE go 这 两 种 加 速度 在 船 的 航行 中 是 彼 加 在 
一 起 的 .抽象 地 表达 ， 我 们 能 够 量 测 到 的 ， 此 时 是 
& = golt) + g,G). (4.1) 
其 中 z, 是 在 :时刻 测 到 的 混合 加 速度 , 而 ga) 是 真正 的 : 时刻 
的 地 球 重力 加 速度 〈 简 称 重 力 信号 或 信号 )， 而 gO 为 由 于 船 
在 海 击 上 的 上 下 运动 产生 的 加 速度 ， 它 是 由 风浪 引起 的 ， 与 信 
号 g.(t) 无 关 的 干扰 . gt) 的 大 小 与 风浪 的 大 小 有 关 ， 在 中 等 
风浪 的 条 件 下 , 它 的 数量 级 大 约 是 30~50Gal( 一 个 Gal=1 cm/ 
sec? 加 速度 ), 而 gO 的 变化 是 非常 微弱 的 , 大 约 是 mGal 的 数 
ER, HI 0. 001Gal 的 变化 , 二 者 比较 可 以 看 出 : 信号 比 干扰 要 
弱 3~5 HIAL 于 是 ， 地 质 工程 师 提出 一 个 挑战 性 的 问题 ; 在 
D 式 中 当 g.G) I g.GOD 强 3~5 万 倍 时 , 从 收 到 (记录 到 》 
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的 & 中 能 不 能 检测 (或 分 离 ) 出 我 们 所 要 的 信号 g0)? 


1.2 解决 问题 的 可 能 途径 ， 


如 果 有 人 问 : 有 一 堆 砂 子 ， 想 把 粗 砂 与 细 砂 分 开 有 没有 办 
法 ? 大 家 显然 会 说 ， 这 并 不 困难 ， 这 只 需要 设计 一 个 合适 的 遂 
子 把 砂子 得 一 遍 即 可 .首先 当然 要 说 清楚 ， 什 么 是 “ 粗 砂 子 ”? 
比如 ,直径 在 lmm 以 上 的 称 为 粗 砂 , 小 于 tmm 的 称 为 细 砂 . T 
是 , 我 们 可 以 设计 一 个 第 子 , 其 直径 为 Imm， 此 时 若 将 砂子 入 
一 遍 ， 细 砂 可 以 通过 ， 粗 砂 过 不 了 筛 网 自然 就 被 分 离 出 来 . 

同样 的 思路 可 用 子 信和 号 分 析 . 设想 rt 一 0, +1, +2, 
是 信号 序列 ， 它 通过 线性 系统 S, CH IRF ho k=0, +1, 
土 2,…， 假定 (z) 和 (O) 满足 适当 的 数学 条 件 ， 则 x, 通过 
L BIR tH y, 可 表 为 

x = D uta (4.2) 
对 yo (4.2) 是 时 域 上 的 表示 ，( 参 看 第 二 章 的 〈2. 40)) ,然而 
对 y, 也 可 以 有 频 域 上 的 表示 . 
首先 ， 取 zo 如 的 富 氏 变换 


Xç) = nA( 3) 

He) = ke, rior) 

则 z= [ Xedos, (4.5) 
h= f H(o)e“de, C4. 6) 


将 (4.5) 代入 (4.2) 可 得 
x= Ea [Xe rae 
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= f XC) >] e e) edo 
= zf" x| 去 De endo an 


= zf XH (o)e“dea, (4.8) 


其 中 aD 括号 部 分 用 D 代替 导出 《4. 8) R. 

(4.8) 式 中 X(w) 是 输入 信号 的 富 氏 变换 ， 称 为 “频谱 ”， 
H (e) 则 是 系统 s 的 FRF. 设想 信号 z, E AXo) 是 集中 在 
区 介 IC [一 x, zj F, RR 


Xw = 0, o € I. (4.9) 
x+ 
1/2r， 当 w € I, 
He) = W wo I, (4.10) 
则 (4.8》 变 成 


y= a| XH wido 
= 2 | xow] 二 jc 
= f xenda = z, (1 


表明 SZ 的 输出 中 为 x, 本 身 ， 
进一步 地 说 ， 如 果 z, 中 包含 有 两 个 成 分 

Z = Š, +n, t= 0, + L, + 2, (4.12) 
其 中 5S, 为 信号 ，n, 为 干 拢 ， 它 们 的 频谱 分 别 为 


So 一 起 Se 


NO) = È D) e, (4.13) 
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如 果 它们 满足 


S(w) * N(e) = 0, — * & e << m, (4.14) 
例如 ， Sw) = 0,4 € L, 
Na) = 0,% € In, (4.15) 
H ( 见 图 4.1) 
I, (V I. = Ø. (4.16) 


Bal 具有 不 相互 重大 频谱 的 信号 和 赚 音 
为 了 要 在 z, 中 分 离 出 5.， 则 可 设计 


1 
L, s€ L, 
Hœ) = Ë ka: (4.17) 


0, “€I, 
于 是 ,由 乡 的 线性 性 质 ， 将 xz，,(4.12) 输入 于 经 时 ， 可 得 
L(t) = SS, + n.) 


= 8) + G. C4. 18) 
而 SG) = 2r| NOH wede (4.19) 
根据 〈4. 15》 RIEN CO) + Hw) = 0, 从 而 
Ze) 一 0 《4 20) 
又 利用 〈4 11) 的 结果 
SG) = SS) = S,, C4.21) 
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表明 , 将 (4. 12) 的 混合 序列 z 输入 于 具 (a. 17) 的 FRF 的 线 
F£ se, 其 输出 即 为 所 求 的 信号 S, 而 将 干扰 完全 消除 . 此 
方法 ， 理 论 上 讲 不 管 x, P n, 比 S, 的 强度 大 多 少 倍 ， 从 z, 中 检 
测 S, 弱 信 号 部 是 可 能 的 . 

以 上 是 从 理论 上 指出 了 - -条 可 能 的 途径 ， 即 用 滤波 器 来 过 
BEE. 至 于 在 多 大 程度 上 可 以 把 噪声 滤 掉 , 恢复 原来 的 信号 ， 
取决 于 许多 条 件 , 例如 条 件 (4. 14) 就 是 一 条 比较 严 的 条 件 . 如 
RSN 和 N(e) 有 重合 部 分 , 则 用 (4. 17) 的 洪波 也 不 可 能 个 
复 信号 ， 这 时 只 能 不 得 已 求 其 次 ， 即 在 引入 某 种 准则 之 下 ， 使 
得 信号 被 恢复 得 “ 尽 可 能 的 好 ”. 于 是 ， 不 同 的 准则 就 导致 不 同 
的 效果 此外， 以 上 讨论 的 是 信号 和 嗓 声 可 以 用 (4.12)， 
(4. 13》 来 表示 一 即 认为 它们 是 “确定 型 ”的 函数 序列 .在 许多 
实际 问题 中 , 信和 号 S, 和 噪声 z, 往往 不 是 “确定 型 ” 的 而 是 随机 
过 程 或 随机 序列 (参看 第 一 章 的 有 关 章 节 )， 此 时 如 何 从 =S, 
tn 中 恢复 S, 就 是 一 个 相当 难 的 数学 问题 , 这 当然 已 超出 本 书 
的 范围 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 谢 (1990) 的 有 关 章 节 . 


$2 极 大 极 小 准则 下 的 滤波 器 的 FRF 


2.1 HAR FRF 在 时 域 上 的 滤波 问题 . 


在 上 一 节 中 ,我 们 已 介绍 了 从 理论 上 分 析 如 何 用 具有 
(4.17)FRF 的 滤波 器 来 过 滤 噪 声 ， 使 信号 S 得 以 焦 复 ， 然 而 ， 
在 实现 滤波 时 ,能 提供 的 是 x 序列, =l, 2, e, N, ANT 
波 公式 多 采用 

x= rs (4.225 
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而 不 用 “yw = 3z| ”可 Co)XCoenda。 (4.23) 


HAAF (4.22) 中 对 站 的 求 和 也 不 可 能 是 “无 穷 多 项 *， 因 为 
z 观测 序列 总 是 有 限 的 . 这 就 表明 在 实用 中 我 们 必须 对 t 进 
行 “ 截 尾 ”，(4. 22) 变 成 

x= D hta (4. 24) 


pepe 


这 样 一 来 我 们 实用 的 滤波 器 的 FRF 就 不 是 由 {} 无穷 项 组 成 
的 
He) = 去 > he, (4. 25) 


=. 
而 是 
H.C) = E D he, (4. 20) 


kain 


显然 , (4. 26) 的 性 能 好 坏 依 赖 于 项 数 n, 也 依赖 于 (a) 的 
收敛 速度 ， 如 果 A, KAHE, MENE = 又 不 足够 大 ， 则 显然 
H.Cw) 和 召 (w)? 可 能 相去 其 远 ,从 而 使 滤波 效果 大 打折 扣 . 

例如 ， 我 们 有 信号 


S, = 0. leosC2r b), r = 1,2,-= (4. 27) 
干扰 为 
m=cos [2 和! +eos| 2 十 站 11,2, (4.28) 
而 可 利用 的 观测 为 
= = Š, Hn (4.29) 


从 信和 号 5S, 和 的 “ 烽 谱 ”看 ,它们 的 谐 波 成 分 是 “分 离 ” 的 ， 
如 图 4. 3 R. 
由 《4.17) 的 思想 ,我们 设计 一 滤波 器 的 FRF 如 (4. 30) 式 ， 
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S,+w HRE 


m42 X, 


和 噪声 m. 的 谐 波 成 分 是 分 离 的 


图 4.3 信号 


否则 ， 


则 它 对 应 的 IRF 为 ( 见 (4.6)) 


-89> 


h= | Hodo 


2x 2x 


“do = 2 | oso 


° 


l 
— 
3 


=2— (4.31) 


h= hs k= 1.2, (4.32) 
{ha} 的 图 形 如 图 4. 4 所 示 . 


2x 
3 


x 
h e 
anG 


oa 


aY 


图 4.4 理想 FRF 所 对 应 的 IRF 
由 截断 的 a)i RIEM H, lo), n=64, jŠ 


Lys a 
H D= gz D he 


h 1 
= y: T 2 gp 2an hucosko 


51 


。90。 


= +45, — 3 Tcoske. (4.33) 
mab 0550 
1 一 人 
as 
as 
Qa 
oz 
£ n; T 2o 5 pJ 


min=—0. 05829 


M4s n=64 RHN FRE 
利用 (4.31) 和 32 可 以 对 图 4.2 所 对 应 的 zx ET 
波 . 
= $ hate (4. 34) 


afu 


这 样 可 以 得 到 图 4. 6 的 结果 . 

读者 比较 图 4.2 和 图 4.6' 的 结果 可 以 看 出 y 图 形 中 已 经 
没有 图 4.2 32 £ “F” T. 也 就 是 说 经 过 (4+ 34) 的 滤波 
(Eph 由 《4. 31) 确定 )，“ 高 频 ” 成 分 被 “ 滤 ” 掉 了 > 出 现 
比较 像 S, 的 波形 , 但 是 和 真正 的 S, HE AAD 仍然 有 较 
大 的 差别 ， 
由 图 4. 3 和 《4. 30) 的 设计 看 , 由 (4.21) 理论 上 讲 y 与 
S, 应 该 很 接近 ， 为 何 图 4. 6 与 图 4. 7 差别 较 大 呢 ? 原因 就 在 于 

PIE 


图 4.6 对 混合 序列 X =S tn 运用 
RER 《4, 34) 的 结果 y, 
实际 上 由 于 我 们 的 滤波 (4. 34) 是 有 限 项 , n 一 64, 虽然 已 是 129 
项 滤波 ,但 由 于 (4. 31) 函数 h 在 co 时 收敛 太 慢 以 至 于 
Ho) 的 图 形 ( 图 4.5) 与 理想 的 矩形 FRF. 307 有 相当 的 差 
别 , 所 以 滤波 效果 是 不 好 的 . 


3 
0.05 
0. 005 
,| | 
T É: 可 | 


图 4.7 S, = 0.1cos(2xG — 1)/10) 的 图 形 
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2.2 极 大 极 小 准则 下 的 滤波 ， 


在 地 球 物理 勘探 中 ， 地 球 的 重力 信号 ， 如 果 以 通常 海上 航 
行 速度 来 看 ， 重 力 信号 的 变化 是 非常 缓慢 的 ， 而 海浪 的 变化 相 
比 之 下 要 快 得 多 ， 在 我 国 的 东海 海面 海浪 的 周期 大 约 3 一 5 秒 ， 
而 正常 航速 下 地 球 重 力 的 信号 变化 大 多 比 40 秒 还 要 长 .因此 ， 
海浪 的 谐 波 成 分 可 视 为 是 “高 频 ” 的 ， 短 周期 的 ， 而 重力 信号 
可 视 为 是 “长 周期 ”的 或 低频 的 ， 面 且 信号 与 干扰 闫 谱 上 相隔 
` 比较 远 ， 因 而 从 理论 上 似 应 可 视 为 满足 (4. 14) 条件， 也 就 是 
说 理论 上 可 以 用 (4. 17) W H 来 提取 重力 信号. 然而, 事 
实证 明 ; 由 干 海 浪 干扰 的 强度 比重 力 信号 高 5 万 一 10 万 倍 , 甚 
ER 二 512， 即 进行 1025 项 滤波 


s 
x= iha, (4. 35) 
h 


5 10 15 W 
一 oo 
—0. 09. 


图 4.8 ”一 64, H.(w) 尾部 的 起 伏 
其 误差 仍 在 数 百倍 的 数量 级 . 归根 结 底 就 是 (4. 31) 这 种 sinz/z 
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的 IRF 在 *~>cc 时 收敛 速度 太 慢 的 原因 ， 以 至 于 在 H, Go) 的 
尾部 有 较 大 的 起 伏 . 图 4. 8 是 n=64, H) 在 尾部 的 放大 图 
形 , 其 中 


s sin 


H.G) = gx 512 到 到。 (4. 36) 


P 


表 4.1 是 n=64 和 nn 一 128,H,(w) 对 应 (4.36) 的 数值 ,图 
4. 9 是 一 128 时 五 (Co) 的 尾部 起 伏 图 形 . 


, n=s64, n=128, k n=64, n=128, 
H, w) H.G) H.Cw) H.(w) 
0 1-00015 4. 00000 13 0. 00584 0. 00045 
1 1.00163 0. 99978 14 0. 00480 0. 00142 
2 1. 00408 0. 99895 15 0. 00339 0. 00099 
3 1. 00795 0. 99885 16 0. 00168 — 0. 00037 
4 1. 01562 1. 00189 17 — 0. 00204 —0. 00140 
5 1. 05565 1. 03214 18| —0. 00216 0. 00108 
6 —0. 01789 7-0. 00519 |19| —0. 00407 0. 00036 
了 一 0. 00318 0. 00149 20| —9. 00583 0.00162 
8 0.00172 0.00283 21| 一 0. 00735 0.00140 
9 0. 00430 0.00146 22| —0. 00853 —0. 00042 
10 0. 00575 一 0. 00065 | 231| —0. 00932 — 0. 00249 
11 0. 00639 —0. 00171 |24| —0- 00953 — 0. 00274 
12 0. 00639 —0.00107 125| —9.00903 0.00104 
#41 
以 下 我 们 来 分 析 一 下 (4. 36) 的 尾部 泄漏 引起 的 干扰 有 多 


X. 设想 ,为 简单 分 析 起 见 ,噪声 的 频谱 XCo) — C/2r( 常 数 )， 
而 且 由 图 4.3， 我 们 考虑 在 | 至， 经] 范围 内 的 泄漏 ， 由 ca. 8) 
知 输出 


- 94。 


Hu) == 128 


图 4.9 x=128,H, (o) 的 届 部 起 羽 图 形 
a 


No= 2a) 2 XC H, (do 


" .fnk 
=c), 4f >" 到 cos(ko)do 
hm 
其 数值 和 项 数 n 有 关 ， 表 4. 2 是 |NeyC|I 的 值 . 
n 32 64 96 128 256 512 
IN./C| |0. 163627 0. 16121 | 0.16045 | 0.16003 10. 159410. 15911 


表 4.2 
É 4. 10 Ë | N,/C | BË n 的 增加 而 递减 的 图 形 . 

由 表 4.2 和 图 4. 10 可 以 看 出 因 H, Go) 的 尾部 泄漏 出 干扰 
LINo/C| 还 占 很 大 的 比例 .如 果 1C1 很 大 ， 即 噪声 很 强 时 |N, | 必 
然 很 严重 ! 而 由 表 4. 2 和 图 4. 10 可 以 看 出 ， 由 于 友 收 化 很 慢 ， 
34 n=32 变 到 x 二 512, | No/C1 变 化 并 不 大 . 表明 一 味 地 用 增加 
滤波 的 项 数 = 是 不 合算 的 . 
此 ， 基 于 以 上 的 分 析 ， 针 对 地 球 重力 信号 是 变化 非常 组 
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: 4 6 a n t un 
E40 |No/Cj] 随 ”变化 的 图 形 
慢 的 这 一 特点 ， 我 们 特别 有 针对 性 地 提出 以 下 的 极 大 极 小 准则 
下 的 滤波 器 的 设计 . 
(1) 取 滤 波 系数 IRF 为 fh, k=l, +2, s +N). Ç 
是 实 系 数 的， 并 满足 


= he 《4. 37) 
《2) {hs}， 所 对 应 的 PRF 是 * 
x 
Hle) = Dy hcosko, 0 < o < z. (4. 38) 
<= 
并 HO)=1, (4.39) 


(3) 对 于 误差 5>0 和 截止 频率 ">0， 我 们 要 寻求 最 优 的 
H' (w)， 记 为 OFRF, CME 
max |H* (e) | < inf[max | 如 (wo 相安 人， (4.40) 
pe Thh es 


其 中 (w) 是 一 切 满足 (4. 37》 — (4.39) 的 有 限 项 的 IRF. 


， 为 简明 起 见 我 们 这 里 省 去 了 去 的 因子 . 
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需要 说 明 的 是 : 我 们 不 能 要 求 5 一 0， 否则 由 (4. 40) 将 会 
出 现 
è > max |H" (o) | > IH (wj = 0,a < o < x. 
(4.41) 
然而 由 
IE, hi coske| = 0, Hja Sos, (4.42) 
则 必 导 致 h;=0, k=0, +1, =s +N. (4. 43) 
为 说 明 这 一 事实 ， 只 需 看 看 N 一 2 的 场合 .由 (4.42) 及 
(4.37), (4.42) 可 改写 为 . 


h; 十 2hi cosw + 2h; cos2w = 0. (4.44) 
Ros mE [a, z), MÜ (4.44) 变 成 
1 cosw cos2w] [he 
| coseo, = 加 =0. (4.45) 
1 —1 1 2h; 


然而 〈4. 45) 的 行列 式 
D = cosw, 一 cos2w + cosw,cos2w, 一 cose,cos2a, 
十 cos2w, — cosi, (4.45) 
CE (Co, o) 的 连续 函数 ， 在 la, z) 内 总 存在 二 个 点 (et, 
uD 使 D>0， 例如， 当 “< 于 时 ， 可 取 a=, j=, Bi 
D = 3. 2320 > 0. 
即 (4.45) 表 明 he =h; 一 怖 一 0 类似 的 方法 可 以 证 明 由 《4. 42) 
式 可 导出 (4. 43). 也 就 是 说 , 当 我 们 要 求 8 二 0, 必 导出 =0,4 
二 0, 土 1,…, 士 N 这 种 无 意义 的 结果 ， 
然而 满足 以 上 (1)、(2)，(3) 的 (h) 是 否 对 任 给 的 a、 ó 
之 0 都 存在 ? 车 存在 ， 如 何 去 求 这 些 IRF? 
。97 。 


2.3 极 大 极 小 准则 下 最 优 滤波 IRF 的 解 . 
为 了 寻求 满足 (1)、(2)、(3) 的 OFRF， 令 
Æ = (H(e) : H(w) = 2 hacoskw, hs 一 上 es 和 ar HEF 


数 ,并 IHO | < 1, < o <Ç z, 
ED, Re Br 并且 
IHO] = C> |IH(0)|,V H € 2 (4.47) 
成 立 ， 则 C>0. 
事实 上 ， 取 部 一 1, k,=0, k0, WJ Ë (a) =1€ 2 由 于 
《4 47》 对 一 切 2 PRR, 
IB(W| = CAO = 1>0. (4. 48) 
以 下 三 条 定理 彻底 地 解决 了 求 OFRF 的 问题 . 


(4.46) 


定理 4.1 设 (ña k=0, +l, +2, …, EN) 满足 (4. 37) 
Ë Hro) € 2 并 使 
IB00)| = c> HOLY H Eg 


RE S 
h= hak = 0, + 1 +N, (4.49) 
MJ (J) 是 最 优 TIRF， 只 是 
-1 
3 一 去 . (4.50) 
证 明令 
x 
Hlo) 一 D) hicosko, 0 < o < r, (4.51) 
me Á, lj Š 
则 Bl- |> eI) 
o= | 
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C 
x 
并 且 Rw| = | X7&coske|< 1.0 <a < u< r, (4.52) 
5 
B B (e) € ZZ. 
此 ， 
x w 
Be = | 27 fucose] = 去 | S &coske| 
i < 
<š. (4. 53) 
今 令 D = MaxlH(w)|, (4. 54) 
则 D<, (4 55) 
并 满足 以 下 不 等 式 
taf Mag |H) = < DE C4.56) 
假设 满足 D — G) 的 最 优 的 IRF 是 (k), HT 
B= Jhi k= 0, tl EN, — G5 
x x 
MO O Rojs | È 2cosko| = 4 | Di hè coske | 
Ean 4 
i x 
<+ Max | 225: coske| 
=} =1,0 <a <o. (4.58) 
由 此 表明 HEJ. 


又 由 定理 的 条 件 
IRO = C> |H(01,v HEJ, 
+ 99. 


则 IHeo)[ < AO] = C, (4. 59) 
HE RO= IE: = +- (4. 60) 
H (4.59) #l (4.60) 有 


1 
# < 
或 l <a G.61) 
E <a. 
对 妥 (4.56) 8 所 1/C， 则 只 能 
=1 
a= (4. 62) 
即 $ = D = Max |Ë) | = (4.63) 
Ce 
或 Inf{Max |H (e) || = Max | Ëw) | 
ü) aege << 
== 1 
一 人 一 c (4. 64) 


表明 (k) 是 最 优 的 IRF. O 


由 定理 4.1 知 ， 寻 求 最 优 IRF 的 问题 化 为 求 E 中 的 一 个 
KAH, CHE 


AO] = C = +> IH(01, — H € g. (4.65) 


为 了 解决 上 述 问题 ,我 们 需要 对 五 (w) 函 数 给 于 另外 的 表 
达 式 . 
首先 ,我 们 指出 :cos (8y) 可 以 看 成 是 cos(y) 的 14| 阶 的 多 项 
式 . 事实 上 ,我 们 知道 ; 
cos(2y) = 2cos’(y) — 1, 
cos(3y) = 4cosi(y) 一 3cos(y) 
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等 等 . 对 任意 的 正 整数 MM,cos CMy) 和 cosCy) 之 间 的 关系 可 以 由 


2cos™ (y) = $, Cicos (2s—M)y (4. 66) 
= 
逐步 递 推 得 到 
x 
因此 H(e) = D) hicos(ho) 
— 


显然 可 以 看 为 阶 数 为 N2>0 的 关于 cos(w) 的 多 项 式 ， BRER 
数 暂时 还 不 能 用 显 式 来 表达 ， 即 


Ho) = Pn(cosw) = Px(z), (4. 67) 
X = cosw, 0 < a sÇ @ =Ç x. (4. 68) 
# —1=< zco =a < 1, (4.69) 
HO) = Pn(1). (4.70) 


XAF 2, RITTUEX 
P = (Px(cose): N 阶 关 于 coso 的 多 项 式 , 实 系数 ,并 


|Px(cose) | < 1,0 < a < @ <ç m) (4.71) 
= {Ps (1) N 阶 实 系 数 多 项 式 ， 
[Pro| < 1, — 1< z < a)- (4.72) 


从 而 定理 4. 1 可 以 平行 地 用 以 下 方式 来 叙述 


定理 4.2 Ü P.C) € 多 并 使 得 
IPD | > [Pas (4.73) 
对 一 切 Px (z) € @ 成立, W| Êr Coso) 就 是 最 优 的 FRF, 并 
满足 


ÊW <1, — 1< z=<a. (4.74) 
证 明 只 需 注意 定理 4.1 中 


N 
五 (ow) 一 Dhcoskw 
Ey 
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= P.G), — 1 << z <a, 
由 (4.52) 有 [Êro < 1,3Ë 
lfs = AO] 2 HO] = Pol 


定理 4.3 Xf0<a<xz, FRAN, 令 


Pn(z)= cos| Neos-! tt , 
— 1ra = cosa, (4.75) 
则 Êro) 满足 
Êr < 1, — 15% z Sa, (4.76) 
并 IED S |P. GD], V Ps € @. (4.77) 


证 明 首先 , 在 函数 论 中 有 车 贝 谢 夫 Twy) CN 阶 ) 的 如 下 
REA J. Rivlin(1990)) 
Tuy) = cos(Ncos-'(y)), — 1< y < 1, (A. 78) 
= cos(N0), Ü = cos-t(y) 
[的 


[的 


X- . 
= zl- vyf cos"-#(0)|. (4.79) 
HFIS, A 
2z—a+1 
-1< 4 < (4.80 
从 而 〈4. 75) 是 一 个 N 阶 的 关于 cost 的 多 项 式 ， 显然 
[BvD <1, — 1<< z Sa. (4.81) 
其 次 ， 我 们 需要 证 明 对 任意 的 PODEZ, HA 
IPO < D| Q. 81 
成 立 . 
为 此 ， 我 们 令 
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za = Ha + Deos TE + (a — DJ) = 0,1,25 N, 


(4. 82) 
或 者 改写 (4. 82) 为 


mz _ 2z, — a + 1 


cos — 一 sm = 0,1,250, N. (4.83) 


N 4 二 1 
而 利用 lcosg| 委 1， 知 
—1<=, <a, m = 0,1,2,-. N, (4. 84) 
并 且 =, < Tacos SZ < cos 57 + Mn < m. (4. 85) 


另 一 事实 是 : 任 一 多 项 式 Pale), 其 阶 数 为 N, 可 唯一 地 被 它 的 
N+1 +f Pulen), m—0, 1 2 e, NERE BEE, K 
家 熟知 的 Lagrange 内 择 公式 有 


z. (z — z.) 
Pua = D Prlz) JlL.e ， (4. 86) 
m= Tn (z, — Ta) 
a aa) 
则 PDI < D Parla) | Hao (4. 87) 
per Th, x arn) 


H (4.84) 知 (1 一 x:) >0, W 
Haan ~ z.) 2 o, 
从 而 (4.87) 的 分 子 乘积 部 分 为 非 负 的 . 
又 TL... — z.) = H en = ao JI n = 5, 


(4. 88) 
而 (4.85) 表明 (z) 是 单调 序列 , 则 (4. 88) 的 第 二 项 是 非 负 
的 ， 第 一 项 是 负 的 ， 可 兄 


ITE Cen — a) l= a Dr TE an m r) (4.89) 
ain aim 
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则 《〈4. 87) 可 表 为 


N 一 
IPs0)1< D Patan) (一 um = 
(4.90) 
AEF. PrEP, WJ3M—1<x,<a 时 ， 
[Pula] < 1. 
代入 (4.90) 可 得 
[P0] < So D” Hd (4.91) 
xc (x=, — z,) 


"=" 


但 是 由 (4. 75) P, Ge) 的 定义 知 


Pytam) = cos (Ncos™ (cos %F)) 


= (— 1)”, {4. 92) 
于 是 将 4.92) 代入 (4.91) 右 端 得 
YL... — z 
PDS D Ên) M 4.93) 
[PD] > a IL... ~ z.) 
= P.O), (4.94) 


最 后 一 步 是 对 于 P, (z) 多 项 式 用 Lagrange AR (4. 86) 得 到 . 
到 此 ， 本 定理 全 部 得 证 . D 


由 定理 4.3 可 知 


2cosw — cose + 1 


H (w) = eos| Neos-! ora tT ,.a <o < m, 
(4, 95) 
并 IA < 1, a < A< z. (4.96) 


WIB Ro 8 KË. 
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据 以 上 结论 可 得 最 优 的 FRF 是 
_i2cosw—cosat1) 


cosatl kasa 


(o) 一 5cos| Neos 


1 
6 一 二 一 


(4. 97) 
以 上 我 们 只 给 了 五 (w) 在 [a,x] 的 表达 式 ,而 [0,a) 还 没有 
给 ,应 注意 ,此 时 (4.97)H' (w) 表 达 式 不 能 成 立 . 因为 ,由 a>0， 
1 一 cosae>>0 和 1 十 cosa<<2， 则 
2+ G — cosa) 、2 
=a >z = 
表明 (4.97) 式 自 变量 


-if 2cose 一 cosa + 1 
i 
cos 1 F cose ) 


j 


是 无 意义 的 . 

然而 由 (4. 79) 看 ,车 贝 谢 夫 N 阶 多 项 式 是 cosw 的 函数 ,由 
连续 函数 性 质 ,在 [0,a) 也 是 确定 的 函数 ,虽然 不 能 用 (4. 97) 表 
达 . 所 幸 的 是 Tw(y) 也 可 以 有 另外 的 表达 式 ( 见 Rivlin(1990) 第 
一 章 的 Ex. 1.1.1) 


To= T(G + VIED" + O- VTD”) 


-1<y<1, (4. 98) 
从 而 对 Prio) 可 表 为 
A 1 — ` 7 N 
Pula) = > | 2z —a +1 2z—a+ 1): _ 
i HI rs smk ) | 
+ etl- f azen) F 
a +1 zi 
(4. 99) 
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其 中 a=cosa, 并 且 


Ê= 3 一 4| _ ery 
` He afi 一 ! 
+= VE al } (4.100) 
Fi J 


i ó = 1/Py(1D),C。 


则 最 优 的 FRF 为 
jcos(Ncos 1@B(w)), a < o <Ç m, 


coso, 


H (e) = Siow) + VB) — DY 


+ (Bw) 一 VR) — 1251, 0 S o sç a, 

(4.101) 

2C. 一 a+li 

其 中 Sa = T 

由 函数 的 连续 性 知 (4. 101》 的 二 个 分 支 函数 在 o= a 点 上 是 重 
合 的 . 


+ a = cosa, (4. 102) 


§ 3 极 大 极 小 准则 下 最 优 滤波 
在 海洋 重力 勘探 中 的 应 用 


3.1 滤波 项 数 N 的 确定 . 


在 第 二 节 中 我 们 已 求 出 了 最 优 FRF 的 函数 表达 式 为 
(4. 101). 然而 ， 在 应 用 中 ， 对 给 定 的 误差 220. 究竟 应 如 何 选 
HERAA N WE? 一 般 地 ，N tK. ERARA. Æ, N 
大 了 就 要 求 测量 数据 增多 ， 从 而 作业 时 间 加 长 ， 在 勘察 工作 中 
就 必然 增加 工作 点 的 距离 ， 这 样 勘察 的 密度 就 稀 了 ， 因 此 ， 在 
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误差 8 范围 内 ， 适 当选 择 合理 的 N 就 很 有 实际 意义 ,为 此 ,我 
们 看 〈4. 100) 中 的 二 个 因子 
z | 


3—a 3 一 ci —a J= 
Pi "= [ai 

2 
= sil -| = T] =1. (4. 103) 


h F a=cosa<1, K (4.103) 第 一 个 因子 是 大 于 1 的 , 从 而 第 


二 个 因子 
3 一 a _ =a 
ati à 引 1 < 1. (4.104) 


可 见 ， 在 4.100) dB, 34 N 适当 地 大 时 ， 有 


x 
Pa~ plese E -| (4. 105) 


于 是 ， 对 给 定 的 >, 8=1/Pr0) ,可 要 求 


x 
工 |3 二 < 3—al’ | 21. 100 
+=: (ami) =i > 


解 此 不 等 式 即 可 得 N 的 估计 值 . 
flag, 2=10- °, a=2z/38, WJ 
a=cosa=0. 9863613, 
log(26 7) = 14. 5086, 
log(26 !) _ 14. 5086 


3 | 0.16554 
a+1 ari) 


订 见 ，N 可 选 为 N= 88， 全 部 的 滤波 长 度 为 
2N 十 1 一 177. 


一 87. 6440. 
log 


(4. 107) 
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显然 , 对 不 同 的 “和 6,，N 也 不 相同 ,在 应 用 中 常 有 取样 间 
Ë A, W| a=cosAa. 表 4.3 给 出 了 当 和 4 二 0. 4(sec) 时 ,一 2r/T、 
由 不 同 的 截止 周期 了 、$ 决定 了 N (Ë. 
2 107° 1075 1077 
T N 
30 140 166 195 
33 156 186 215 
36 167 198 235 
38 184 219 255 
42 195 232 274 
45 208 248 294 
48 225 268 314 
60 392 
120 784 
180 1176 
240 1568 
300 1960 
420 | 7 


384.3 (A=0.4. T=27/0) 
由 表 4, 3 可 看 ,滤波 器 要 截止 的 周期 愈 长 或 误差 弛 愈 小 ,项 
Ë N 都 会 增 大 . 
Xt T=30, 4 一 0.4, ó=0.1, N=88, FILHA FRF 的 数 
值 和 图 象 由 表 4.4 和 图 (4.11) 所 示 . 
79.7296, 39.80195, 2.507649, 0.087963, —O0. 078568, 
0.035531, —0. 004134. —0. 017156. 0.031807. 一 0. 042165, 
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0.049676. —0.055247. 0.059445. --0. 062652, 0.065121. 

~ 0.067035. 0.068516, ~ 0.059674. 0.070654, —0.071916, 
0.075413. 0. 088263. 0.082962. — 0. 019691, 0.062817. 
—0.070050, — 0.071232. 一 0.071207， — 0.070804, - 0070480, 
0.070001, 一 0. 069474， . 068898, —0. 068281. — 0.067621, 
— 0.066925, 0.066192. 一 小 065426， 0.064624. —0. 0635791. 
1 0.062931, 0. 062042. , 061122, --0. 060179, 0.059207. 
— 0.058302. 0.057283. . 056242. 0.055178, — 0.054091. 

0.052981. - 0.051856. . 050708, — 0. 049542. 0.048356. 


9.040892. 一 0.039617， . 038436, 一 0 037784， — D.039803, 
一 0.054132， D. 098694. ).. 043759, 0.014537. — 0.025562, 
9.026654. —0. 025738. . 024405, —0. 022991, — 0.021552. 
0.020105, — 0.018646. — 0. 017184. 9.015714. — 0.014239, 
0.012761. —0. 011281, 0.009793, 一 0. 008299, — 0.006808, 
— 0.005310. 0. 003817. 一 0.002310， 9. 000805 
RAAU Co 人 一 DT 2 88) 


9. 
0 
0. 
0. 
o. 
— 0.047154, 0.045933, —0. 044698. 0.043441, —9.042177, 
0 
0. 
0. 
0. 


图 4.41 a=2z/30, A=0.4. N-—88, 6—0.1 B} HR Cw) 的 图 形 
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对 应 于 表 4.4 的 五 5 Co) BJ IRF (ha 其 图 形 如 图 4. 12 所 
示 ， 它 的 真 值 列 于 表 4. 5 从 图 4. 12 可 以 看 出 : 为 了 在 频 域 上 
得 到 非常 低频 的 低 通 滤波 , 在 时 域 上 必然 是 很 “ 宽 ” 的 函数 , 即 
衰减 得 不 很 快 . H; (w) 虽然 摆动 得 比较 厉害 . 但 都 在 3 水 平 线 
限制 之 下 ， 是 事先 设计 的 容许 误差 . 


xio ， 
h 


0 


20 4 60 20 


图 4.12 e=2z/30, A=0.4, N=88, 6 二 0.1 所 对 应 的 IRF (A). 


3.2 最 优 滤波 器 在 重力 勘探 中 的 应 用 . 


在 1970 一 1975 年 , 我 们 在 我 国 东海 进行 了 海洋 重力 仪 (我 
国 自行 研制 的 ZY 一 1 型 仪 器 ) 的 长 时 间 的 试验 并 和 静态 重力 
仪 测 出 的 标准 数值 进行 校对 .其 中 ， 从 强 干扰 中 检测 微弱 重力 
信和 号 的 方法 就 是 用 以 上 介绍 的 最 优 HA Co) 的 滤波 器 在 国产 小 
型 127 电 算 机 上 实现 实时 处 理 的 . 图 4. 13 是 一 张 真实 的 量 测 重 
力 信 号 的 结果 .当时 海浪 引起 的 干扰 的 幅度 是 33 000~50 000 
(mgal) ， 而 信和 号 变化 在 imgal 左右 相差 1 万 倍 ， 然 而 用 以 上 
介绍 的 车 贝 谢 夫 函 数 滤波 所 量 测 的 信号 与 真 值 误 差 在 1~ 
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2mgal (S.D. )， 达 到 了 大 规模 勘探 普查 精度 的 要 求 . 


wd =: +33.000 


{ne gravitmneter 


3149 a750 3700 3770 


图 4. 13 ”在 我 国 东 湾 用 ZY 一 1 重力 仪 与 静态 重力 仪 
量 测 信号 的 比较 WA: REM, 5R, 1974. 10A 
海浪 引起 的 幅度 变化 33 000—50 000 《mgal). 


为 了 和 其 它 滤波 方法 作 比 较 ， 特别 选 了 两 种 常用 的 方法 : 
1，Gauss 型 滤波 . 
H IRF 为 
hi = cece: 2 — 0, + 1, E2 《4. 108) 

2， 三 次 平均 滤波 ， 

在 上 一 章 中 我 们 已 介绍 过 ， 算 术 平 均 就 是 一 种 滤波 ， 它 可 
以 消除 “高 频 ” 成 份 ， 所 谓 三 次 平均 滤波 就 是 :对 原始 数据 进 
行 ”项 移动 平均 之 后 再 进行 n 项 移动 平均 ， 对 上 述 结果 再 进行 
第 三 次 移动 平均 。 可 以 想象 ， 三 次 平均 后 ， 划 线 必 然 很 光滑 . 

三 种 不 同 滤波 方法 的 结果 列 于 表 4. 6. 


取样 间隔 A (sec) KEN 二 测量 点 之 距离 
三 次 平均 一 0.6 1024 3.15 km 
Gauss=0. 4 1024 2. 00 km 
Mk= 4 512 1. 00 km 
表 4.6 
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由 表 4. 6 可 看 出 ,我 们 引进 的 滤波 方法 优 于 其 它 二 种 方法 . 


0. 093067. 0. 09280, 0. 092749, 0. 092623. 0. 092151, 
0. 092073. 0. 091625, 0.091122. 0.090815, 0. 089978. 
9. 089387. 0.088711, 0.087718. 0.087130, 0.087157, 
0.085154. 0.084340. 0.083005, 0.081957. 0. 080822, 
0.079404, 0.078410, 0. 077020, 0.075636. 0.074438, 
0.072735. 0.071366, 0.069911, 0.068213. 0.066962, 
0. 065308. 0.063697, 0.062275. 0.060368, 0.058841, 
0. 057235. 0.055424, 0.054081, 0.052332. 0.050662, 
0.049184, 0.047244, 0.045725, 0.044134, 0.042375, 
0.041094. 0.039409, 0.037833, 0.036448. 0.034630, 
0.033621, 0.031823, 0.030252. 0.029152. 0.027659, 
0. 026293. 0.025109. 0.023535, 0.022410, 0.021222, 
0.019933, 0.019078, 0.017859, 0.016774, 0- 015847, 
0.014594, 0.013756, 0.012861, 0.011900, 0.011296, 
0.010386. 0. 009598. 0.008434. 0. 008038, 0.007475, 
0.006871, 0.006235, 0.005837. 0.005230. 0.004716. 
0.004277. 0.003734. 0-003396. 0.003041. 0.002693, 
0.002428, 0.002087. 0-001789. — 0.005804. 


表 4.5 车 贝 谢 夫 滤波 系数 (b) 
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第 五 章 ” 极 大 信 品 比 滤波 
一 在 天 王 星光 环 检测 中 的 应 用 


$1 天 王 星 光环 的 发 现 及 其 检测 中 的 问题 


数 百 年 前 向 里 略 用 光学 望远镜 发 现 了 土星 有 美丽 的 光环 ， 
从 那 以 后 几 百 年 间 再 没有 人 用 望远镜 发 现 太阳 系 里 其 它 行星 也 
有 光环 ， 甚 至 有 的 天 文学 家 断言 太阳 系 里 的 行星 除 土星 外 都 没 
有 形成 光环 的 可 能 ， 直 到 1977 年 3 H 10 日 在 一 次 掩 星 的 偶然 
观测 中 发 现 了 天 王 星 也 有 光环 . 这 一 伟大 的 发 现 被 认为 是 20 tit 
纪 太 阳 系 里 最 重要 的 发 现 . 

1977 年 3 月 10 日 夜间 将 发 生 天 王 星 与 已 和 皇 (编号 
SAO158687) 相 掩 的 现象 ， 当 时 进行 这 一 稀有 现象 观测 的 只 有 
美国 、 中 国 、 澳 大 利 亚 、 印 度 、 南 非 等 少数 几 国 的 天 文 台 、 美 
国 的 空中 飞行 实验 室 KAO 在 观测 掩 星 的 现象 时 发 现 天 王 星 在 
轨道 上 移动 尚未 到 达 该 信 星 的 位 置 ， 后 者 的 光度 即 自 行 暗淡 下 
来 , 然后 自行 恢复 本 来 的 亮度 , 隔 一 段 时 间 又 重复 这 一 现象 , 前 
后 共 五 次 才 出 现 掩 星 现 象 ， 随 后 又 再 次 出 现 5 次 亮度 发 生变 化 
的 情况 , KAO 当天 的 记录 由 Elliot 等 人 (1977) 在 Nature 上 发 
表 如 图 5. 1 所 示 . I 

由 图 5.1 可 以 明显 地 看 出 KAO 的 记录 表明 有 前 后 各 五 次 
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图 5.1 掩 星 发 生前 后 各 5 REEERE. 19773A 
10 H (Elliot J. L. 4, Nature, 267 26 May 1977). 

亮度 的 变化 一 原来 是 天 王 星 的 5 个 光环 “ 掩 ” 了 该 恒星 的 现象 ， 
由 此 发 现 了 天 王 星 有 5 个 光环 当时 美国 科学 家 这 一 发 现成 了 
世界 科技 界 的 特大 新 闻 ， 各 家 新 闻 相 继 报导 ， 中 国 科学 家 在 北 
京 天 文 台 当晚 的 记录 如 图 5. 2 所 示 . 

从 中 可 以 看 出 有 一 个 明显 的 在 记录 上 亮度 的 变化 ， 经 过 详 
细 测 算 确定 : 它 就 是 对 应 于 。 主 环 的 信号 . 因此 中 国 新 华 社 也 发 
了 消息 : 中 国 科 学 家 发 现 了 天 王 星 也 有 环 ， 然 而 ， 由 于 中 国 天 
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图 5.2 PAKER 1977, 3.10 
NR m inki e ES 

文学 家 使 用 的 仪器 是 红外 光度 计 ， 其 灵敏 度 比较 低 ， 因 此 在 记 
录 上 只 有 一 个 明显 的 信号 ,没有 能 找到 如 美国 KAO 记录 上 
耶 样 明显 的 5 个 亮度 的 变化 信号 ， 由 于 当时 只 有 仿 数 几 个 天 文 
台 有 这 -重大 事件 的 记录 ， 因 此 ， 许 多 国家 的 天 文学 家 都 十 分 
关心 中 国 的 记录 是 否 也 能 找到 其 它 <, 8, 7, 8 光环 的 信号 ? 天 
王 星 的 光环 果真 是 5 个 吗 ? 

观察 中 国 天 文 工 作者 对 这 - -事件 的 记录 图 5，2 不 难看 出 : 
由 于 红外 光度 计 灵 敏 度 不 高 ， 捧 星 过 程 信 号 又 很 微弱 ， 因 此 显 
得 记录 上 “噪声 ”水 平 太 强 ，s，8，7，9 又 是 “小 环 ”， 信 号 比 
较 弱 ， 因 此 ， 如 果真 的 存在 也 一 定 是 完全 “淹没 ”在 噪声 背景 
之 中 . 

在 记录 已 成 定局 的 情况 下 ， 要 检查 中 国 的 记录 上 是 否 也 有 
5 个 环 的 信号 只 能 借助 于 数学 上 的 处 理 ， 在 如 此 杂乱 背景 中 能 
否 把 微弱 信号 〈 如 果 它 们 确实 存在 ) 检测 出 来 显然 是 对 数学 工 
作者 的 一 次 挑战 ! 

经 过 艰苦 的 工作 ， 我 们 提出 了 独特 的 检测 天 王 星 环 信号 的 
方法 ， 最 后 ， 我 们 发 现 ; 天 王 星 至 少 有 6 个 环 ， 可 能 还 检测 到 
“15 " 


其 它 环 的 信息 ， 这 在 当时 是 首先 在 国际 土 发 现 天 王 星 有 不 止 芯 
个 环 的 科学 报导 《 匈 陈 道 汉 等 〈1978)， 中 国 科学 )， 这 一 发 现 
为 十 年 后 美国 的 Voyager-2 宇宙 飞船 飞 过 天 王 星 拍 回来 的 照片 
AK 5.9》 所 证 实 。 原来 天 王 星 具有 10 个 光环 ! 

我 们 检测 光环 信和 号 的 方法 是 属 二 随机 过 程 的 统计 检测 法 ， 
其 主要 思想 是 基于 一 种 叫做 “ 极 大 信 噪 比 滤 波 ”的 统计 量 ， 而 
后 进行 假设 检验 , 对 记录 进行 总 共 3720 个 点 的 检测 才 得 到 科学 
的 结论 的 .详细 的 处 理 吕 见 谢 囊 洁 、 程 刘 生 (1983) 的 文章 . 

内 此 ， 我 们 需要 介绍 极 大 信 品 比 滤波 的 有 关 数 学 理论 和 背 
E. 


$2 极 大 信 品 比 准则 下 的 滤波 


2.1 极 大 信 噪 比 准则 的 工程 背景 . 
一 般 说 来 ， 如 果 一 个 信号 sG) 在 传输 的 过 程 当中 被 噪声 
za 所 干扰 , 收 到 的 是 
yG) =s HO), G.D 
则 工程 上 设计 的 滤波 器 ， 或 更 一 般 的 线性 系统 se 的 目的 是 使 
L 的 作用 s(G0 一 丝 (y(t)) 能 与 原来 的 信号 SG Gi tit. E 
如 汐 方 误差 
æ = fis = sca G.D 
É rf. 
然而 ， 在 - 些 工程 技术 和 科学 问题 中 并 不 特别 关心 如 何 通 
过 人 f 的 作用 而 尽量 恢复 sG) 的 波形 . 它们 所 关心 的 是 yx) 中 是 
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BEES G)? 还 是 纯粹 的 干扰 二 G)? 比如 在 雷达 探测 中 ， 众 
所 周知 是 由 发 射 源 , 比如 地 面 雷达 站 , 向 空间 发 射 一 序列 信号 ， 
如 果 空 中 有 目标 ， 信 号 打 到 目标 身上 后 就 有 部 分 信号 被 反射 回 
来 由 地 面 的 接收 器 所 接收 ， 于 是 发 射 到 反射 接收 的 时 间 相 当 于 
电波 往返 于 目标 和 发 射 点 所 需 的 时 间 ， 由 此 可 算出 距离 〈 见 图 
5.3). 


发 射 脉冲 信号 


pu ARRAES 
A= th 


da tü 


图 5.3 雷达 荧光 屏 上 看 到 的 目标 反射 信息 

然而 大 家 知道 ,雷达 信号 大 多 用 很 短 的 波长 来 发 射 的 ， 在 
空间 传播 中 衰减 很 快 ， 在 警戒 雷达 中 总 是 希望 愈 早 地 发 现 敌人 
目标 愈 好 ， 也 就 是 说 ， 希 望 雷达 的 作用 距离 愈 长 愈 好 ， 但 是 工 
作 距 离 僵 长 ， 电 波 能 量 损耗 就 仿 大 ， 回 波 的 能 量 就 剑 弱 ， 因 而 
在 相同 的 噪声 强度 下 , 信号 噪声 比 就 请 低 , 其 至 完全 “淹没 ”在 
孔 声 中 ， 此 时 用 肉眼 观测 就 很 难 辨认 了 ， 在 这 种 情况 下 要 在 杂 
乱 噪 声 背 景 中 发 现 回 波 信号 并 不 要 求 恢复 原 信号 的 完整 波形 ， 
而 只 要 在 噪声 背景 中 能 “突出 ” 回 波 信号 就 可 以 了 , 因此 经 系 
统 的 作用 不 在 于 使 (5. 2) 的 e° 最 小 ,而 应 该 是 另外 一 种 “在 品 
声 背景 中 依 突 出 信号 愈 好 ”的 准则 一 一 这 种 准则 就 是 “ 极 大 信 
RIE” EN. 


2.2 极 大 SNR 滤波 的 数学 理论 . 
数学 上 的 表达 是 ， 设 收 到 的 信号 为 
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yG) 一 st) nG), (= 0, El, 土 2 
经 过 SZ 线性 系统 的 作用 得 输出 
Ylt)}= S(sG)) H E a) 


= s + m (0). (5. 3) 
其 中 假定 (是 平稳 时 间 序 列 〈 噪 声 ) 满 足 

EnG) = 0, (5.4) 

EnG + rn) = R,(z) 6.5) 


称 为 半 稳 性 条 件 ，R,(r) 为 ntt) 的 相关 函数 (请 参看 第 - - 章 的 有 
XET. 
可 以 证 明 ， 如果 nz) EFRA, sZ 是 时 不 变 的 线性 系统 ， 
CH IRF 为 (AJ, MI 
na (t) = L n) G. 60) 
也 是 平稳 序列 
事实 上 nD = Dhan — k), (5.7) 
则 由 于 求 平均 召 可 以 看 成 是 线性 算 子 ， 故 

En GQ) = J) EnG — k) Z 0,V t= 0, + 1, (5.8) 


Et + nl) = > Dhaka + zr kna — D) 


= >p D ARE k+ (5.9) 
= R) (5.10) 
与 原始 点 无关， 可见 mt 人) 满足 平稳 性 条 件 . 
同样 R, (0) 乡 输出 的 噪声 的 方差 一 电工 上 它 刻 划 了 品 
Pš mi) 的 “平均 功率 ” 
设 信号 sG) 经 过 Se 的 输出 为 


sQ) = LGH (5.11) 
iS EROI 

m 2) = á 

则 [S], RO) (5.12) 
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AUT A 的 输出 (5. 3) 中 信号 对 骂 声 的 功率 比值 在 + 时刻 的 大 
小 . 

我 们 的 问题 是 : 假设 (2) 的 波形 已 知 ,ntz) 是 平稳 噪声 列 ， 
它 的 相关 晴 数 R,C7) 为 已 知 , 则 对 给 定 的 :=4 ,要 求 一 个 线性 系 
统 se, ET 


|N), = Max 5) (5.13) 
是 最 大 的 ， 问 : s“ 是 什么 样 的 系统 ? 
2.3 极 大 信 噪 比 的 数学 分 析 . 
设 线性 系统 红 的 IRF 为 (h) 满足 
X> ll <+ =, (8.14) 
信号 sQ) 也 满足 
DID] <+ =, (66.15) 


而 噪声 (2) 为 零 均值 的 平稳 列 ,其 相关 函数 R OE 
DNR — k + D| <+ e, (5.16) 

对 一 切 rEZ (整数 集 ) 成 立 . 

记 R(T) = DY OhRr — k + D (5.17) 

在 :一 4 的 信 噪 比 为 


s, S 
S) (5.18) 


N ROY 


设想 最 优 的 信 噪 比 是 于， 则 对 任意 的 se, 它 的 信 噪 比 必 是 
(在 :一 上 时 刻 ) 


= < >, (5.19) 
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或 A$) < R, (0). 


由 于 IRF {ha} 38 4 38 C. ERE (5. 19) 是 不 会 
有 变化 的 ， 故 可 假定 


am) = 1, (5. 20) 
M) (5.19) 变 为 
A< R, (0). 6.21) 
而 达到 1 即 是 最 优 的 系统 A. 
假定 g(r) 是 任 一 个 实 函 数 , 它 使 得 
Dg — r) = 0, 《5. 22) 
则 对 任何 e>0， 由 so) 一 1 和 (5. 22) 可 得 
> [u + gO — b) = 1. G. 23) 
由 《5.21)， 对 最 优 的 系统 hi) 有 
à= RO). 《5. 24) 


TEM h O =h 十 eg( 且 为 JRF 的 系统 由 (5. 23) 表 明 它 也 满足 条 
件 (5. 20), 则 它 的 输出 的 噪声 的 方差 R (0) 由 (5. 21) 知 


R, (0) — 120. G. 25) 
(5. 24) 与 (5. 25) 相 减 可 得 
09 < R, (0) — R; (0), (6.26) 


对 任意 的 s>0 都 有 (5.26) 的 不 等 式 . 
具体 地 写 出 来 ， 由 (5.17) 
R, @) = D,D Las + eg lk) JD: + sg(DJR G — k + D, 
(6.27) 
ROD = DDR R kD. — G.28) 


令 z 一 0， 并 将 (5.27) 展开 
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R (O= D), D (¿h +g) + eg Ck)he + 
eg (Dh RL — b), (5. 29) 
R C0) = > ORR Rd — b). (5.30) 
上 上 一式 相 减 可 得 
e Di, DWORU 一 及 二 28>) D (bh RC — k) 
zo, 
由 于 s>0 的 任意 选择 ， 必 然 导致 
DD ORRU- b) = 0, (5. 31) 
如 果 对 指定 的 :二 tt (h) 使得: 
DARU k) a — YREZ, (5.33) 
a 为 任 -一 常数 ， 则 对 任意 满足 (5. 22) 的 g(t) 均 有 
DUD yh R.Q — b) = Dg (ast — k)) 
=a) gst — b) = 0, 
即 为 条 件 (5.31). 
BZ, WR) 对 任 一 gG) 满足 
Desk = 0 (5.22) 
同时 必 使 
DD aRR E — D = 0, (5.32) 
GEP RO = R.(— r), I WS EE EOF 359] , 则 必然 应 满足 
DAR, k — I = as, — P Vk €Z. (5.33) 


成 为 必要 条 件 . 
反 证 之 ， 若 不 然 ，(5. 33) 右 端 不 成 立 ， 记 函数 为 
BG) = DR — D. € Z, (5.34) 
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ERES — k) HRR, TES: 


s k) 
k) — R — Dpat ~ aS, 
g = RD DAs = u Sa a) 
(5.35) 
则 它 满足 (5. 22): 
Dg Rs — b) 
Ds 


= PLDs — k) — Des, 一 四 SY 

= 0. 《5. 36) 
然而 以 上 所 选择 的 g (8)( 见 (5.35)) ,条件 (5,. 32) 并 不 满足 , 这 
只 需 具 体 将 (5. 35) 的 g(&) 代 入 (5. 32) 来 加 以 验证 ， 

Dua DAWOR, (k — D 
D EOQ AR, — D) 
DDB 

slt — k) ] 


Ç ` 
38 [20 Proosa, =w presas, 


[j 


Buds, — u) 
= > rk) 一 ese. O Desa — ID 
v 1! 


m" , 
-ro -Dore Lor, 
如 果 要 (5. 37) 式 为 9， 则 导出 
CL ERDO, G — by) = D AOs S k, 
(5. 38) 


(5.37) 
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RIDD 一 和 | 一 MO apy ed — b). 
《5. 39) 
由 熟知 的 Cauchy-Swartz 不 等 式 ， 此 时 当 且 仅 当 
BCR) = asli — Ë), (5.40) 
< 为 常数 . 然而 这 又 和 我 们 的 假定 矛盾 . 可 见 如 果 对 任 一 g (2) 使 
得 (5. 22) 和 (5. 32) 满 足 , 则 (5. 33) 是 必然 要 成 立 的 . 由 此 可 归纳 
成 以 下 定理 : 


定理 5.1 设 信 号 序列 stz) 是 实数 列 , 它 是 绝对 可 和 的 , 躁 
声 n(7) 足 零 均值 的 平稳 噪声 ,其 相关 函数 为 R.C) r€ Z{hi } 是 
在 给 定 4 时刻 达 到 最 大 信 品 比 | 各 ) 一 max 的 系统 的 
IRF. 又 没 8 是 任 一 实 函 数 满足 


> lG) <+ ° 6.41) 
及 Desan = 0, (5.42) 
则 必 有 
DD Oh Rk — D = o0 (5. 43) 
成 立 


定理 5.2 Ru ÆRE Se 的 IRF,g (4) 是 任 一 满足 
《5. 41),(5. 42) 的 实 函 数 , 则 要 
D, DORE- D = 0 (5.44) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
DPR. I = aA, Vk€Z, (5.45) 
其 中 a 为 不 为 零 的 常数 . 
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定理 5.3 设 有 线性 系统 Se, 它 的 IRF 为 (h), AER 

zt 二， 有 “(5.45) 成 立 〈 对 某 个 m>0)， 则 (A) 即 为 最 优 的 在 
+ 一己 达 极 大 信 噪 比 的 IRF， 并 且 

R, (0) 

a= GD 


(5.46) 


定理 5.3 的 证 明 可 参考 前 面 的 证 明 手 法 ， 这 里 不 细 说 . 


定理 5.4 (North) WREE n0) BARA, H 


Ent) = o, 
Ennis) = Pes (5.47) 
则 最 优 的 线性 系统 Se" 为 
h; =at — k), YVREZ. (5.48) 
此 时 
(Sl = ko, (5.49) 
证 明 由 信 噪 比 定义 
s| _ G) 
[š 一 总 的 (5. 50) 
而 DGD = DY — Dh, (5.51) 
R, (O= ELX, >] Johnt — knu — DJ 
= D, D hda 
= => h (8.52) 


将 (5.51), (5.52) (RA (5.50) 得 
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(> hss — DD 
[x] = Ce (5. 53) 
Nia EX hi 
X14157 G — Ë) 
1 2 hi 2 h 
< z SKU (5.54) 
= 45w. (5.55) 


其 中 (5.53) 到 (5.54) 是 运用 了 熟知 的 Gauchy KER. 而 
“= ”成 立 的 充分 必要 条 件 是 
h, = as( — b),V , € Z. (5.56) 
定理 得 证 . Ü) 
由 定理 5.4 知 (A) 序列 是 将 OO 信号 序列 “ 反 转 ”过 来 
乘 以 一 个 常数 <， 特别 4=0，“=1， 则 
h=s(— b. k€ Z (5.56) 
从 而 对 yG) = sG) n) 的 滤波 变 成 
xG)= > ay 人 一 如 
= $) kya — k) 
= Dy + u)sGO, (5.57) 
对 照 第 一 章 概率 论 中 的 (1. 109) ,在 那里 是 zx;。 各 zx, 的 “ 自 
相关 ”, 而 《5. 57) 可 看 为 是 信号 stu) ARRIA G y ZH ER 
设想 我 们 的 se" 希望 能 在 t= 时 刻 达到 输出 的 极 大 信 咯 
It. 
EJN = 45e, (5.58) 


则 应 选 
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h = as k), Ë € Z. (5.59) 
如 果 我 们 要 把 上 述 "应 用 于 实际 ， 或 要 求 能 实时 在 线 处 理 信 
号 ， 如 同 需 达 那 样 实时 工作 ， 那 么 就 要 求 A 是 可 物理 实现 的 
(参看 第 二 章 (2.42) 和 (2.46〉 太 有 美的 说 明 ).， 此 时 要 求 


h, = 0, k <0, (5.60) 
或 st — k) = 0, k < 0. 
即 su) = 0, u >n. C5. 61) 


(5.61) 的 条 件 表明 要 在 =z 使 "能 达到 最 大 的 信 品 比 
(5.58), 信号 s(x) WITE p 时 刻 以 前 出 现 , 在 雷达 工作 中 即 要 
求 探测 须 在 r=; 时 刻 以 前 “发 射 完毕 ”1 

当然 , 这 是 由 于 要 求 信 噪 比 达 到 CS. 58) 并 且 是 实时 的 . 如 
果 不 要 求实 时 处 理 〈5. 61) 不 -~ 定 要 求 ; 或 者 信 了 曝 比 不 要 求 达 
到 (5.58) 那么 高 , 则 不 满足 (5.61) 仍然 可 以 作 实时 处 理 , 当 
然 这 种 情况 下 数学 上 要 复杂 得 多 .有 兴趣 读者 可 参看 谢 圳 洁 
a390 的 有 关 章 节 . 


2.4 能 信 号 检测 中 的 例子 . 

以 圭 得 到 的 结果 (5.57) 告诉 我 们 :最 优 的 极 大 信 噪 比 滤 
He A "实质 上 是 一 个 相关 器 〈Correlator) 一 这 一 结论 在 工程 
技术 上 具有 极其 重大 的 指导 意义 ,在 许多 实际 领域 得 到 了 极其 
广泛 的 应 用 ,这 方面 李 郁 荣 博士 曾 作出 了 杰出 的 贡献 *. 

一 个 白 噪声 背景 中 检测 周期 信号 的 例子 : 

设 我 们 的 信号 s 如 图 5.4 所 示 : 

l, ¿= 10k,k = 1,2,..,30; 


s) = ; (5.62) 
o 其 它 ， 


* Lee Y. W. , Cheatham T. P. and Wiesner J. B. , Application of Correlation 
analysis to the detection of periodie signals in noise, PIRE, 1950, 38. 1165. 
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HHN 


=- I0 20 30 4 50 60 70 


Bsa -个 以 16 为 周期 1 的 肪 冲 序列 
而 wz) 为 白 品 声 r-26.25j, E] 


Enlt) = 0, 
(5.63) 
En(r)nts) = 722e 


而 收 到 的 信和 号 为 
IO SSU) + nG), t = 1,2,%,300, (5.64) 
其 图 形 如 图 5.5 HR: 


图 55 y0) = st) + nG SNR 一 一 6.376(dB) 
从 图 5.5 可 以 看 出 yG) 和 信号 sG) 的 原型 已 有 很 大 的 其 
别 , 可 以 说 已 “面目 全 非 ” 如 果 对 (5.64) 中 y 斯 含 的 信号 与 
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噪声 的 比例 算 一 下 知 


: 
_ SG) | _ 1 
SNR= lot 元 (| 10lg G 
12 

= 10lg (0. 48) = — 6. 375(dB). 《5. 65) 


mel KS RETR. 由 定理 5.4 和 (S.57), 我 
们 选 
h = s(&), k= 1,2,--,100. (5.66) 
即 滤波 公式 为 
xG) = XI” yG Fas) t = 0,1,2, 200. (5. 67) 
将 图 5.5 的 有 关 数 据 输入 到 (5.67) 可 得 其 图 形 如 图 5. 6 的 输 
出 结果 (尺度 缩小 了 地， 模 座 标 为 二 1。 


Fz 


xs pO 
ARMADA r 
10 T) 20 36 49 


图 5.6 yD) HHK SNR 洪波 结束 
从 图 5.6 可 以 看 到 :虽然 y(t) 与 (4) 波形 上 相去 甚 远 , 然 
而 很 明显 可 以 看 出 在 :十 1 = 11,21,31,41… 等 位 置 上 , 即 : = 
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10,20,… 等 位 置 上 有 尖 往 冲 出 现 ,如 果 对 yO 作 如 下 整形 Gë 
当选 a) 
- 1, xG) >e; 
. SG = i ai. (5. 68) 
则 由 图 5.6 可 准确 地 恢复 sC). BIC. 68) 的 5(z) 可 完全 恢复 或 
绝 大 部 分 地 得 到 恢复 . 


53 利用 极 大 信 噪 比方 法 
检测 天 王 星 光环 信号 


在 本 章 一 开始 就 提出 了 一 个 天 文学 中 的 重大 课题 : 如 何在 
我 国 天 文 工 作者 1977 年 3 月 10 日 对 天 王 星 对 SAO158687 恒 
星 的 掩 星 过 程 的 光 测 曲线 ( 见 图 5. 2) 记录 的 基础 上 , 用 数理 统 
计 方 法 检测 被 噪声 掩盖 的 光环 信息 ? 为 此 , 我 们 先 对 噪声 背景 、 
可 能 出 现 信号 的 形式 进行 分 析 ， 然 后 绸 指出 如 何 利用 极 大 信 噪 
比 的 方法 来 检测 信号 


3.1 信号 的 形式 ， 


在 前 二 节 介 绍 的 极 大 信 噪 比 滤波 理论 中 ， 我 们 需要 知道 末 
被 噪声 干扰 、 未 发 生 畴 变 的 信号 的 形式 ， 经 过 反复 实验 和 分 析 
得 知 ， 如 果 有 光环 信号 被 仪器 接收 到 ， 则 在 记录 上 它 的 数学 公 
式 应 是 


ay = [LQ — e, LT 
la — e TTT, (>T, 
其 中 了 表示 方 波 的 幅度 ,7T 代表 信号 的 持续 时 间 , 或 时 间 常 数 
(我 们 的 场合 相当 于 了 一 RC 一 1). 
为 了 计算 上 的 方便 ,种 要 对 信号 进行 “离散 化 ”, 抽样 间隔 
* 129* 


(5. 69) 


为 0.25sec， 从 而 信号 的 波形 可 表 为 


. _ T, 
pe — e Mye u h PATRES i Ë 
s(k)= 
jra e b, >t, 
6.70 


其 图 形 如 图 5.7 所 示 (Trl, L=1, T=). 


图 5.7 信和 号 的 离散 化 形式 


=h=1 


数 确定 的 ,Tv 我 们 是 


在 〈5.70) 式 中 T=RC=1 是 仪 
通过 极 大 似 然 方法 估计 到 的 : 


Ta 0.50 0.70 1.00 1.25 1.50 (sec) 
STY 13.97 13.27 17-48 15.67 14.30 
表 5.1 


BPH T,= 1.00 Bf f CP.) 最 大 ， 故 选 To 一 1,00sec 这 与 美国 
KAO 的 参数 不 谋 而 合 . 


. 1304 


3.2 了 噪声 的 统计 性 质 . 
由 观测 记录 读者 看 到 了 记录 背景 上 有 很 强 的 不 规则 “和 杂 
波 ”实际 上 就 是 噪声 ， 它 在 统计 学 上 称 为 随机 过 程 . :经 过 分 析 ， 
它 主 要 产生 于 二 个 源 : 一 是 来 源 于 星光 闪烁 ， 二 是 来 源 于 仪器 
系统 的 热 噪声 . 而 经 过 分 析 可 以 确认 ,噪声 (1) 是 平稳 随机 过 
程 ( 见 第 一 章 83)， 即 它 满足 以 下 二 个 条 件 : 
ElnG)]=a,V t, 
(ane +) — aJian) — a] = RG),V tr. 
而 取 一 段 实 测 的 噪声 nG) 的 记录 ， 将 它 离散 化 
m= nG A), = 12 sn (A = 0. 25sec) 
则 (n) 是 平稳 时 间 序 列 ， 并 令 
RQ) = + Smsish = 0,12, M. (5.72) 


它 可 以 作为 理论 相关 函数 的 非常 好 的 估计 . 
由 (5. 72) 实 算出 来 的 RG) 烈 于 表 6.2, 而 R 的 


Ë 0 1 2 3 4 5 6 7 


(5.71) 


R) 1.00 0.761 0. 5210.309 0.153 0.054 一 0.010 一 0.054 


£ 8 9 10 11 12 13 14 15 


R) | —0.041 —0-010 0. 010 0. 015 —0. 007—0. 026 0.007 0.025 


3⁄8 5.2 
图 形 如 图 5.8 所 示 , 由 RO 的 数值 和 图 形 上 看 ,n(z) 不 可 能 是 
独立 同 分 布 的 白 噪 声 序列 . 
(El ROSEAU 一 a) (nt 十 口 一 a) 一 到 Co) 
在 第 一 章 33 中 我 们 已 介绍 了 AR (p) 模 型 的 定义 ( 见 
《1.115)), 事 实 上 ,利用 时 间 序 列 分 析 的 方法 可 以 对 上 述 记 录 到 
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0.5 


ol 5 10 15 


图 5.8 观测 RE sO 的 相关 函数 RC(&) 
的 噪声 "2 用 以 下 的 模型 来 描述 :9 满足 以 下 的 AR(1) 随 机 
差分 方程 


n(t) 十 9.76latt 一 1)》 一 0.6486ett)， (5.73) 
其 中 e) 是 标准 白 噪 声 列 
Eelt) = 0; Elet + De] = Oo. (5.74) 


3.3 ”检测 环 信号 的 统计 假设 检验 . 
在 以 上 分 析 信 号 s(t) 和 (ty 的 基础 上 , 我 们 认为 记录 到 的 
信和 号， 实质 上 是 二 者 的 登 加 : 
YA) = sU) + nA), 
其 中 *(G) 是 确 知 的 具有 (5. 6D RG 70) 形 式 的 信号 ,n(z) 是 平 
稳 正 窟 噪声 ( 正 态 分 布 的 性 质 是 基于 别 的 检验 得 到 的 ) ,其 相关 
HBR 5. 8 所 示 ， 
为 了 从 > 人 9 中 检测 出 信号 ,我 们 特 作 如 下 的 假设 检验 : 
H, : yG) = n), ISSN, 
H|, : yG) 一 50) nG), 1=<: < N. 
即 有 二 种 可 能 性 : -个 假定 ( 召 ) 收 到 的 y(2) 全 是 噪声 ,并 无 ;(2) 
信号 ; 另 一 可 能 是 CH1)y() 中 包含 有 信号 sO. 
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(5.75) 


统计 量 ; 我 们 引入 如 下 的 极 大 们 品 比 滤波 输出 ( 见 完 理 5. 4 
及 (5. 57) 式 ) 
` t= t/a, (5.76) 
其 中 
t= Dyas). (5.77) 
o Eg 0 Jr 35. 
以 下 证 明 ， EH RAZ KEERA NC0,1) 的 随机 变革; 
尽管 和 ( 见 (5.70?) 未 知 , 中 厅 包 含 任何 未 知 参 数 . 
事实 上 ， 由 数学 期 望 E RIPE u] $h 


E[£]— BL Daye] 


= DR (5. 78) 
= 


= 0. (HAE Ho F ELy(&)] = E[nG)] — 0) 
E[£ 一 E[£]J= 五 [下 


y N 
= E[ 27 Dapy aye) 


= = 
x: EPEL Gya) 
x 

D2 


SUDOPER] EH, 下) 


x 
1 Dese, )R,.G, - - t). CH nG) 平稳 性 ) 


ar ww 
即 a=] 之 Ess NR — t). (5.79) 


由 于 是 08486, EH F yG) WAESRE È 
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们 的 组 合 也 是 正 态 的 ， 故 
5~N O, gi) 分布， 


从 而 £= £ ~ NoD 分 布 . -(5.80) 
于 是 可 以 选择 一 个 临界 值 x。( 给 定 检验 水 平 之 下 ) 使 得 
PES u) = a, 《5.81 


为 了 增强 在 否定 豆 。 的 结论 〈 即 认为 有 光环 信号 存在 ), 使 
犯错 误 的 可 能 性 尽 可 能 的 小 , 我 们 选 < 一 0. 01. 由 正 态 分 布 表 可 
知 


we 一 2. 32. {5. 82) 
又 由 《5. 79) 可 以 从 记录 中 算出 

or = 0. 643. (5.83) 

将 (5.82) 和 (5.83) RA (5.81) 可 得 检验 H HEERA 

Roo = (£ > ua) = (£ > 1.49), (5. 84) 


利用 (5.77) 和 (5.84) 即 可 对 观测 到 的 记录 进行 检验 . 对 
OO) 用 此 法 可 得 到 一 串 (o bo to t bh 统计 学 上 认为 
{ya Dy a ty E) (5. 85) 
不 是 纯 噪 声 (a), i=1, 2, =, M}, WERS. 
为 了 进一步 确认 〈5. 85) 中 的 信和 号 是 我 们 所 要 的 光环 信号 
s(t)( 即 其 数学 表达 式 为 (5. 70) 式 )， 我 们 再 引入 一 个 统计 量 
Dy Gs 


i (5. 86) 
Dira) Bro 

由 第 一 章 的 定理 1. 1 知道 ,p 是 {y(2)} 和 {sz,)} 的 样本 相关 系 

数 . 当 p 很 大 时 表明 {y(t)} 和 {s(t)) 很 相关 或 很 相似 ;反之 则 无 


关 . 通常 有 0. 85 以 上 的 e 值 就 可 认为 {y( } 与 4s()) 相似, 故 从 
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(5.85) 的 序列 中 ,再 挑选 满足 te 之 0. 85 RTR orot I 
F LSM 这 样 实质 上 我 们 否定 H. 而 接受 H 的 条 件 是 
(E> 1.49; p 2 0.85). (5.87) 

而 单独 人 >>1. 49} HERE 0.01, 可 见 (5.87) 的 出 现 概率 
将 远志 0.01， 

必须 说 明 的 是 :, 实 轩 中 计算 极 大 信保 比 滤波 5( 见 (5.77) 
式 ) 是 分 段 进行 的 ,即将 很 长 的 记录 分 割 为 了 段 , 每 段 {y《2) ,二 
1,2,… ,和 NN) 的 个 数 入 二 120, 每 一 段 都 去 算 C5.77) 的 8 和 (5. 86) 
的 p, 当 (5. 87) 满 足 时 即 认为 本 段 观测 存在 光环 信号 . 读者 不 难 
看 到 不 论 是 ?还 是 p, 关 键 的 统计 芷 是 


yw 
DyG sy. 
二 


它 的 重要 性 就 在 于 能 使 输出 结果 ， 尽 可 能 大 地 突出 信号 一 即 极 
大 信 了 曲 比 ， 这 点 在 定理 5. 4North 的 结果 中 已 很 清楚 . 

根据 以 上 方法 ， 对 我 国 1977 年 3 月 10 日 对 天 王 星 的 掩 星 
观测 记录 ,进行 分 段 检测 ,总 共 分 为 31 段 , SEL 120 数据 . 检 
测 出 满足 (5.87) 条 件 的 有 如 下 信息 : 


德 星 发 生前 : 
P 参数 e t t D 
a 0.923 237 | 20'29"54' 1.00 
0. 883 150 | zozeor 0.51 
0.847 1.67 20"24"28' 058 
ô 0. 928 1.53 202328 | 0.66 
B 8 1.40 
表 5.3 

掩 星 发 生 后 
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参数 
p [4 t D 
T i 
a 0. 951 2.33 21237”34° 0. 64 
8 ` | 一 _ 
7 0.865 1.49 21°42"28 0.69 
è 0.883 | 2.64 214351 0.97 
e — 一 Í 一 1.82 
35.4 


其 中 上 是 指 时 间 , D 是 所 谓 光学 厚度 , 它们 是 由 其 它 方法 计算 出 
来 的 ， 掩 星 发 生 后 的 8 信息 没有 找到 ， 对 照 国 外 的 记录 发 现在 
8 出现 的 时 间 段 内 ,正好 操作 人 员 进行 仪器 上 的 校正 工作 , IN WJ 
BR. 观测 人 员 并 不 知道 有 环 信息 ， 所 以 正好 这 期 间 没 能 进行 
观测 记录 , 这 是 非常 可 惜 的 . € 已 进行 其 它 天 文学 上 的 识别 , 已 


肯定 是 环 信号 ， 所 以 上 述 表 中 不 再 列 入 . 


以 上 的 结果 表 角 : 用 统计 方法 我 们 在 很 强 的 噪声 背景 上 检 
测 到 了 比较 弱 的 5 个 光环 信息 ， 从 而 证 实 了 美国 KAO 实验 室 


的 结果 . 


然而 ， 更 重要 的 是 : 除了 以 上 美国 公布 的 环 信息 以 外 ， 我 
们 的 方法 发 现 了 另外 一 批 环 的 信息 ， 在 《中 国 科学 》[3] 出 版 
的 文献 中 ， 我 们 称 它们 为 和 "，& "和 六 信息 ， 各 参数 如 下 : 


š = zx e š t r kM) 
一 和 0.889 1.74 20"34"11° 42570 
p: 0.912 1.60 21833"20" 42780 
Y. 0.916 1.69 21"41"08° 47050 

%55 
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其 中 表示 该 信息 位 置 离 天 王 星 中 心 的 距离 , H X", ph rÆ 
看 几乎 相同 或 说 比较 接近 ， 因 而 我 们 认为 它们 可 能 是 天 王 星 的 
第 6 个 光环 . 此 外 我 们 还 发 现 一 个 独立 的 信息 Y, 因 没 有 检测 
到 它 的 “对 侦 ” 信息， 所 以 认为 也 许 它 是 某 个 破碎 的 环 的 信息 . 
以 上 结论 可 见于 《中 国 科学 》1978, Vol1.3,325, 这 在 当时 
《结果 是 1977 年 ) 是 最 早 发 现 天 王 星 有 不 止 五 个 环 的 . 文中 断 
Ë : fE a 环 内 可 能 存在 第 六 个 环 ,并 界 于 B 一 7 之 间 有 >" 信息 . 
若干 年 前 ， 美 国 的 Voyager-2 号 字 宙 飞船 经 过 长 距离 的 飞 
行 ， 到 达 天 王 星 附近 时 ， 拍 回 了 许多 琢 片 ， 其 中 一 张 有 关 光环 
的 照片 发 表 在 NATURE ，Vol、348、1990 年 〈 见 图 5.9). 


NATURE - VOL 348 - 6 DECEMBER 1990 


图 5.9 Voyager-2 拍 回 的 有 关 天 于 是 环 的 照片 . 《 见 Carl D. Murray 8, 
Robert P. Thompson, Nature, Vol. 348. 6. Dec. 1990). 


从 照片 中 可 以 看 出 总 共 天 王 星 有 10 个 光环 ,它们 由 里 往外 
的 取 名 为 6，5，4，ax，8，?7,，y，$，s， 各 有 关 的 环 离 天 王 星 的 
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HEY OL: S. F. Dermoot, Phil. Trans. R. Soc. London, 
A 303 (1981), 当时 还 没有 发 现 ), 故 下 述 表 内 无 4 的 数值 注 
B: 这 里 的 4 不 是 我 们 检测 到 的 2".) 

环 名 e ó 7 

距离 (Km) | 51181.7 土 33.3 48333. 9 土 32.6 47657.3+32. 5 


Ki B a A 


47208. 932. 5 | 45695. 6+ 32. 4 | 44752. 3+ 32. 4 | 42600. 1 +32.3 


5 6 


42272. 0+32. 2 41865. 532. 1 


表 5.6 (Dermott 计算 的 各 光环 到 中 心 的 距离 》 

将 表 5. 6 和 我 们 检测 到 的 ** ,jp* ,7Y* 信 息 相对 照 可 知 4 - 
4' 显 然 和 相当 于“4” 号 环 ， 它 确实 如 同 我 们 十 几 年 前 算出 的 在 « 
环 以 内 ; 此 外 我 们 检测 到 的 7* 应 该 相当 于 “7” 环 当然, 数值 
EEH “ 些 出 入 ， 但 环 的 位 置 是 没有 错 的 〈 因 我 们 在 强 噪声 背 
景 上 检测 非常 微弱 的 信号 ， 误 差 是 难免 的 ). 

读者 自然 会 问 ;为 何 Voyager-2 拍 册 天王星 有 10 个 环 的 信 
息 ， 而 我 们 只 检测 出 7 个 呢 ? 这 是 因为 我 们 的 判断 是 洁 (> 
1.49; Pp 之 0. 85} 来 进行 的 , 而 为 确保 结论 的 可 靠 性 , 我们 选择 
非常 严 的 检测 水 平 , P,<0. 01， 由 于 门限 过 严 , 而 丢失 了 信号 ， 
这 是 不 可 避免 的 ， 因 为 噪声 背景 非常 强 ， 我 们 策略 上 是 偏 保守 
的 ， 然 而 却 保证 了 我 们 检测 到 的 信息 的 可 靠 性 . 

在 结束 本 章 的 内 容 时 ， 我 们 应 再 次 指出 : 能 够 成 功 检测 天 
主星 光环 信号 的 关键 是 统计 量 

zU) = Z,y(t,)sG — a). 

而 它 正 好 来 源 于 极 大 信 骂 比 的 滤波 . 
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第 六 章 AR 模型 拟 合 与 
Deconvolution 滤波 


$o 问题 的 提出 


在 许多 实际 问题 中 , 可 以 认为 收 到 的 信号 x(z) 实质 上 已 是 
I = Dhin, o (6.1) 


其 中 {hs} WBRA, u) 为 原 信号 系列 。 于是， 人们 关心 
的 是 : H (zG)) 出 发 ， 是 否 能 获得 la) 序列 ? 

比如 : 在 地 震 勘 探 中 , > G) 相当 于 在 用 人 工 爆 炸 后 某 -- 检 
波 器 收 到 的 《地 面 ) 地 震波 , 它 是 综合 登 加 出 来 的 复杂 波形 , 理 
论 上 就 可 以 将 它 看 为 《6.1) 的 形式 ， 其 中 (ha) 称 为 小 波 ， 它 
相当 于 地 球 对 单个 冲击 爆炸 ) 脉冲 的 响应 ， 耐 < 序列 则 是 小 
波 于 上 时 刻 到 达 该 检 波 点 的 强度 或 更 一 般 说 是 数 因 子 . 而 (a) 
实质 上 带 来 了 地 下 各 反射 地 层 结构 的 信息 ， 因 此 ， 地 质 工 程 师 
就 十 分 关心 ,如 何 由 {z(o} 分 解 出 fa()} 来 ,这 就 是 deconvoiu- 
tion 滤波 〈 以 下 简称 D-08 08). 

又 比如 ， 在 通信 系统 中 ， 设 想 发 射 端 发 射 的 信号 序列 为 
las t 一 0， 士 1， 士 2，…} ， 而 在 空间 通道 传播 过 程 中 , 由 于 在 
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在 不 同 的 传播 途径 ， 经 历 不 同 的 传播 时 间 才 达到 同一 地 点 〈 如 
间 电 视 中 可 能 直接 由 天 线 收 到 的 信号 ， 也 可 能 经 过 许多 建筑 物 
反射 或 多 次 反射 后 方 被 收 到 )，, 这 样 在 上 时 刻 收 到 的 可 能 是 混杂 
H: 有 ,也 有 前 一 时 刻 w,-, 经 反射 收 到 的 ,也 可 能 有 更 前 一 时 
刻 经 更 长 一 点 的 途径 到 达 的 u- ;成 分 等 等 . EE, 在 上 时 刻 收 到 
的 讯号 yG) 可 表 为 

yG) = hou, + hrti + hats + e= (6.2) 
RP hos ho ha … 代 表 不 同时 刻 的 信号 , 经 不 同 途径 在 传播 过 
程 中 的 损耗 系数 . 

于 是 , 通信 中 一 大 问题 就 是 由 诸 (yG) 值 出 发 如 何 恢 复 
da) 序列 9 这 一 问题 同样 是 DD- 滤 波 的 问题 ， 当 然 ，、 在 实际 问题 
P, 可 能 (ho 是 假定 已 知 的 , 如 在 空间 通信 中 ，, 对 空间 物理 的 
传播 参数 有 事先 的 量 测 ， 然 而 ， 也 有 一 些 场 合 是 未 知 的 ， 此 时 
由 (y GO) 观测 出 发 也 希望 能 估计 出 (a) 并 且 能 给 出 {zu} 序 
P. 

本 章 将 介绍 的 是 运用 近代 时 间 序 列 分 析 的 方法 ， 如 何 进行 
这 项 工作 ， 并 将 在 最 后 一 节 介绍 本 章 方法 是 如 何 用 于 地 震 勘 探 
的 . 


§1 W. AES 


L1 AA B J BE E. 

为 了 以 下 理论 的 需要 ， 也 为 了 让 读者 能 更 清楚 地 理解 以 下 
模型 拟 合 的 理论 背景 ， 我 们 先 介绍 -- 些 信息 论 中 的 一 点 结果 和 
有 关 的 概念 . 
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定义 6.1 (随机 变量 的 精 ) ” 设 是 离散 型 的 随机 变量 ， 


它 遵从 以 下 的 概率 分 布 
A. Ap “A 
E~ ， (6.3) 
P, P, = P, . 
则 称 Ha =— S PilogP, (6.4) 
2 E RRi. 


我 们 先 来 解释 (6. 4) 的 含义 .我 们 知道 ， 一 个 事件 A, 如 
果 它 发 生 后 能 给 人 们 带 来 信息 , 则 A 必须 是 随机 事件 . 否则 ,如 
它 是 确定 性 的 事件 ,人 们 事先 已 知道 它 会 发 生 或 者 一 定 不 发 生 ， 
则 它们 的 出 现 不 会 给 人 带 来 信息 ; 因此 4 发 生 给 人 们 能 带 来 的 
信息 ,一定 和 它 发 生 的 概率 PC4) AR. 

其 次 , 假定 有 二 个 事件 , 比如 4,= {本 月 气温 无 异常 )，A。 
一 《本 月 将 发 生 慧 星 与 木星 相 擅 }， 显 然 二 者 都 是 随机 事件 . 那 
么 二 者 如 发 生 ， 哪 一 件 给 人 们 带 来 更 多 的 信息 ? 显然 ， 大 家 都 
认为 As 带 来 的 信息 比 4, 更 大 更 值得 重视 ， 究 其 原因 是 因为 
PAD KPA) 由 此 可 认为 ; 小 概率 的 事件 , 它 发 生 后 带 来 的 
消息 一 定 是 比 大 概率 的 信息 大 ， 此 外 ， 小 概率 事件 人 们 的 敏感 
性 应 比 大 概率 事件 更 强 ， 因 此 通信 工程 师 和 信息 论 专家 都 建 
议 用 : 


一 logP(4) (6.5) 
来 度量 4 发 生 给 人 们 带 来 的 信息 . (6. 5) 式 中 取 负 号 的 原因 是 
因为 0<<P(4)<1, 故 取 log 之 后 为 一 负 值 ,这样 —logP (A) > 
0 才 符合 人 们 的 信息 量 是 “ 非 负 ”的 习惯 . 
对 于 一 个 随机 变量 £, 如 果 它 的 结果 可 能 有 = Ph, 各 对 应 概 
-His 


率 为 
P(E = A) = P, i = 1,2,n. (6.6) 

那么 要 问 ;“ 每 做 一 次 实验 , 给 人 们 带 来 多 大 的 信息 基 ?” 

显然 , 我 们 不 能 用 (6. 6》 中 小 概率 或 大 概率 所 对 应 的 信息 
量 来 度量 . 因 小 概率 固然 由 (6. 5) 带 来 的 信息 量 大 , 但 的 各 
次 实验 中 它 很 可 能 很 少 出 现 ; 相 反 大 概率 的 事件 虽然 经 常 出 现 ， 
但 带 来 的 信息 量 又 少 ， 所 以 要 衡量 (6.6) 的 “平均 信息 量 ”就 
要 兼 碳 二 方面 ， 为 此 对 A, 事件 的 估价 是 用 

一 PC4)logP(4) 

来 估价 其 贡献 ， 从 而 整体 看 (6. 3) 每 次 实验 , 平均 给 人 们 带 来 
的 信息 量 是 


H®) 一 一 Èra )logP(4,)， 《6.7) 
信息 量 也 有 单位 ， 称 为 Bit. 它 定义 为 
l ° 
e~ |; :| (6.8) 
ro? 
的 信息 量 ， 即 
H = 一 [zoez +3 Tlog 二 = log2 = 1 (Bit) 
(6.9) 
显 见 ， 此 时 log WEA 2 为 底 的 对 数 . 
A 有 二 个 随机 变量 ,7 它们 的 分 布 分 别 为 
[E za z) 
0.3, %4, 0.3 
a~ [| Io >J (6.10) 


0.8, 0.1, 0.17 
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HE: 哪 一 个 的 丧 大 ? 
解 HC6) =-— (0. 3log0. 3 + 0. 4log0. 4 + 0. 3log0. 3) 


一 1.571 (Bit). 
五 (9) =— {0. 8log0. 8 + 0. llog0. 1 + 0. llog0.1) 
= 0.922. (Bit) 
RA H (9) < HE). 
读者 可 以 自己 证 明 以 下 的 结果 : 
定理 6. 1 设 随 机 变量 $ 的 分 布 为 
PIE = z) = P, > 0 = 1 n. (6.11) 
B Z P.—1, W 
HE) =— D? P.logP, < logn. (6.122 
= 


“= ”成 立 的 充分 必要 条 件 是 P =P = =p. = 1. 


本 定理 告诉 我 们 ， 离散 型 分 布 达 到 依 最 大 的 是 “均匀 分 

#”. 

WR ETERRAK, 而 是 连续 型 的 , 比如 说 , 它 有 概率 密 
度 函数 p(z),Shannon ŒX € HRA 


He =— | pin)logpla)dz. (6. 13) 
读者 从 初等 微 积分 中 知道 ， 一 般 的 概率 密度 函数 p(z) 20, 
[| car = 1, 并 不 能 保证 (6.13) 的 存在 性 . 所 以 (6. 13) 只 


能 是 对 该 积分 存在 的 概率 密度 定义 . 
例如 :遵从 NC0,07) 分 布 ， 即 它 的 概率 密度 为 
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K 
-ia 


pG) = e 证 一 co < z <+ co (6.14) 


1 
V Ze 
m HO = 一 人 #ClogeGoydz 
=- [° —# iog| ei] 
= =]: 8 o| 222 7 dz 
_ 1 Ps- | 
= =. e Al log v2rc: 20 dz 
= ee, 


' 
aa * 

< Soro 

= Ai. wedr 


-f 
= dog ma Lje (6.16) 


= log V2xecz. (6.16) 
其 中 《6.15) 的 等 式 运 用 了 如 下 一 个 结果 : 


of par [ear = is 


- e 2 Opus 
e [Z= az = pus = e. (6.17) 


H (6.16) 可 以 看 出 正 态 分 布 的 随机 变量 它 的 炉 ， 即 平均 信息 
量 只 与 方差 Á AR. 读者 不 难 重 新 推导 一 下 , 当 & 遵 从 N (a, 
da)，a 关 0， 则 - 

H ($) = log(2xea2)7 (6.18) 
仍然 正确 . 

有 趣 的 是 我 们 问 一 个 问题 ， 在 所 有 能 使 粹 (6. 13， 存 在 的 
分 布 中 ， 如果 假定 要 求 具有 相同 的 方差 中 (给 定 )， 问 : 何 种 分 
AAP HRK? 回答 是 : ES Na), H 

Hua = log(2reo’), 
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对 于 维 连 续 型 的 随机 变量 E= (F. &, =. 8), 假设 它 
有 联合 密度 函数 A) 一 p(z zo z) WË 


H&E) = 人 epogpceaz (6.19) 
K 


存在 ， 则 称 (6.19) 为 E 的 = E. 


定义 6. 2 《随机 过 程 的 丧 率 ) ” 设 O 是 一 个 随机 序列 ， 
HERH Ga, t, es t), (EE) E) 对 应 的 由 
(6.19) # X. JK 6 4 SFE, H. 


HEW) Š lim EHEH), Ele) so GO) C6. 20) 
存在 , 则 称 HEO 为 (4) HRR. 


设想 : 如 果 我 们 把 
《EC1) ,EC2) Ca》 
看 为 一 串 电报 ,上 (rz) 相当 于 “字母 ”， 则 

HE = HEO) pE) 
相当 于 ， 每 发 一 串 # 个 “字母 ”的 电报 给 人 们 带 来 的 平均 信息 
E, H) 〈6. 20》 的 意义 相当 于 “发 一 个 字母 ， 带 来 的 平均 信息 
B” MAWE. 


1.2 具有 最 大 EWKA. 


假定 = (E, 8, =, ED) Bn 维 随 机 变量 , 它 的 协 方 差 惩 
阵 ( 见 定义 1. 9 和 (1.88) R) 为 


Gis Ga ss 
Oas Ors ts Orm 

m= (6. 21) 
Gas Gs >» a, 
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它 是 给 定 的 对 称 正 定 矩阵 r,>0. 我 们 以 下 要 证 明 , RARAHI 
的 分 布 是 n 维 联合 正 态 分 布 ， 即 的 n 维 概率 密度 是 
1 13 1 
ro = |z] (dert 
其 中 z= 二 (arrsa) € R, detr, 38 (6.21) 矩阵 所 对 应 的 行 
AR, M AN ERER, XOX KRR 
为 了 证 明 这 一 结论 ， 我 们 先 给 出 一 L FERREX: 


ce (6.22) 


定义 6. 3 (Kullback-Leibler 信息 量 )” 设 pCz) ,ps(7) 
是 共同 定义 在 ,EC R, 上 的 概率 密度 函数 ,并 且 p (z), p. (2) 
> 0,z 五 , 则 称 


P (z) 
Plx) 


Ipo) = [| etos dx (6.23) 


为 (Po pd 的 区 一 L 信息 量 . 
K 一 L 信息 量具 有 以 下 的 重要 性 质 ; 


定理 6.2 对 K 一 !L 信息 量 ， 重 有 


Iip) 之 0， (6.24) 
而 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 * 
PC) = pla). (6.25) 
证 明 ”首先 指出 ,对 y>0, 恒 有 
logy <y—1 《6. 26) 
成 立 ， 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ?> 一 1. 


事实 上 , 令 


+ 严格 讲 应 是 pr Cr) = pela) a e, [dz], 即 可 以 差 - -A Lebesgue 的 0 测 集 . 
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fO) = y -I logy, 
则 fosi i foso 


ro = E >0,Of y> 0. 


以 上 表明 fO) R£ i hiña. B y=. 
而 1(1) = 0,#k fO) 之 0“= ”成 立 的 充分 必要 条 件 是 > 一 1， 
将 以 上 结果 用 于 K—L 信息 量 的 表达 式 (6. 23》 可 得 


pala) Paa) 
faao dr< jaw 26 1jaz 


= finw — filz) dz = 0. (6.27) 


(6.27) 最 后 的 等 号 是 由 于 p. p W 3 ER 3k. 它们 的 积 
分 值 都 是 1. 
以 上 表明 


| og Pa x < 0. 
r GY 


palz) 
或 等 价 地 = [poog SE 


即 Lopa) = | Aog dr 20, 


而 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


Pla) _ 
nG 一 1 Gae. [drp Ü 


dx Z 0, 


以 下 我 们 来 给 出 以 下 论断 ;对 具有 相同 协 方差 阵 夏 . 的 = 维 
随机 变量 ， 能 具有 最 大 业 的 分 布 是 正 态 分 布 ， 定 理 完整 的 叙述 
和 证 明 如 下 ， 对 于 年 阵 代数 不 太 熟 悉 的 读者 ， 只 需 明 了 定理 的 
涵义 和 证 明 的 大 概 线 索 或 了 解 其 证 明 的 手法 即 可 
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定理 6. 3 BES (6 ,6 i) 是 n 维 随机 变量 ,有 概率 密 
E p(x) > 0, xzER,， 其 协 方差 阵 为 


Gu On G 

On On Ga 
r, = 

Om Ge e Om 


CEKER DDO 对 给 定 的 N. MER n 维 随机 变量 E R. 
FRAR A 6.19 的 分 布 当 且 仅 当 $ 是 有 维 正 态 分 布 N O, 
乒 )， 即 其 = 维 概率 密度 为 


=[ 21) : —1 _, ke 
plz) [zz] qa E ° (6.28) 
JkitHk | 0 t KR u[k H 
H... (8) = log( (2re) t (det NT) > (6.29) 


其 中 zz = (rrr) € R, det F, # r, 58 ËE0J472|5Š. 

证 明 不 难看 出 定理 6. 2808 10 fE n 维 概率 分 布下 也 同样 
成 立 . 设 po(z) 为 N(0, 广 ) 的 正 态 分 布 密度 ， 于 是 由 《6. 27) 可 
知 〈 以 于 为 证 明 方 便 均 假定 EE=0) 


PG) 
| etos , Cz) 


= Í. P G)logpy(z)dz 一 Í. plx)logpi(z)dr < 0 
或 一 Í. blogh (z)dz <— f. P Cz)logp,(z)dz 
一 一 Í, P.C) [log[ (2n) (det F) ze js) Jaz 
= log[ (2x)? (det [.)#) + 了 PG) zh zdr — (6.30) 
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利用 代数 知识 
afpa = tf z z) (6.31) 
代入 (6. 30) 得 


一 j pCz)logpi(z)dzr = log[ (2r)? (det F.) 
+ tolf Fp z plada 
z| Ja E z mp GOdz 


一 log( (2m)? (det F)?) + tef rfa z zaad). 


(6. 32) 

由 定理 的 条 件 , p,《z) 的 协 方差 阵 为 乒 ， 而 均值 为 零 ， 故 
r: |, Z zP adz = ro f zep az] ae 3D 
=M) = L. (6.34) 


表明 (6.32) AW rO 中 的 x 为 单位 阵 从 而 可 得 


一 Í Pi (z)logpi (z)dz < log[ (2r) 人 Cdet ryz] + dn 


= log[ (2ze) 2 (det F.)2) (6.35) 
高 “二 ”成 立 的 充分 必要 条 件 是 
PZ) = pala) ~ NO). (6.36) 
ü 


1.3 AR 模型 的 培 率 与 平稳 随机 序列 的 谱 粹 ， 
以 下 我 们 来 研究 随机 过 程 〈 时 间 序 列 》 的 灶 率 ， 为 具体 化 
和 实用 化 起 见 , RIRA ARO 模型 为 例 来 展开 ,事实 上 关于 
平稳 过 程 的 箭 率 还 可 以 有 更 一 般 的 结果 ， 
首先 , B AR) 模型 定义 知 : E £ G) 是 一 个 平稳 序列 , 它 
H9. 


满足 以 下 的 随机 差分 方程 
EG) HAEG — 1) + = + #ËG — p) = Ooelt), (6. 37) 


MEO PRAE ARG 模型 ， 其 中 (0, ge o p) 满足 
e) 一 Saro, lz £1, = 1 (6.38) 
HERR 0.220, 而 0) 是 标准 白 噪 声 列 ,Ee(t) = 0, 


EeGDe(s) = ë,,.. 
首先 我 们 指出 ARG) 模型 的 相关 函数 
RG) = E(ÉG + DEG)) (6.39) 


必 满 足以 下 的 Yule — Walker 方程 
RO) RO) ©- RŒ Jf B 
RO) RO R — 
2 一 和 |- (6.40) 
ee aa a : 0 
(p) ROp—1) RO lle, 
事实 上 ， 由 (6. 37) 方程 
(6.41) 


, 
DP Rb = Be. n 2 0. 


£ 
FARI 6, 并 求 期 户 
E[ nt. :l= EL + ë] (6.42) 


= 
, 
DOREL- 6] = %E[s,., + 8.) 
= 
, 
DARC — k) = 6,E[e,,, * &]. (6.43) 
= 
然而 由 E= ai + pi H e H pip) F hta 
而 Ei =— (AE + pê He + ph) + Oe, 
Ee =— (Afa + Resi + H Pip) + botz 
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使 我 们 相信 有 表达 式 


& = > ce a (6.44) 
= 
其 中 级 数 收敛 的 含义 是 余 项 |An1*->0，N>o0. 
C, = bos 
C =— AC, 
C, =— AC, — RE 
而 且 +. (6.45) 
C, => AC- PC 一 人 Co 
一 Bac o > p. 


因此 将 (6. 44) 式 运 用 于 (6. 43) 的 右边 可 得 
SaR — k) 一 BEL eni . Bes, JanS = 0 


= 0 CLes “6 0. (6.46) 
利用 & 是 白 噪声 的 性 质 Eee 一 ETO 46) 只 有 十 1=1 一 s 时 


有 非 0 值 . 又 由 之 0,s 之 0, 则 表明 当 二 0 时 (6.46) 右 端 只 有 一 
项 go'Co, 又 由 (6.45) 知 Co 一 9 故 (6. 46) 的 最 终 表达 式 为 


aR 一 全 =@, n 一 0， 
(6.47) 
Saro ~k) = 0, n >> 0. 
取 n 二 0,1,2,…,p, 则 (6.47) 可 写 为 (注意 R( 一 和 二 RC(&)): 
RO) + RODG + ~ + RDP = @, 
RG) + ROA + + + RG — De = 0, 
R) + RO — DA +- + R(0)@, = 0. 
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《6. 48) 


将 (6.48) 写成 矩阵 形式 即 为 Yule-Walker 方程 (6.40). 
以 上 我 们 已 经 得 到 了 许多 关于 AR (p) 模型 的 结果 ,归纳 
WTF: 


定理 6.4 BEG) 是 平稳 AR(p) 模型 ,满足 (6. 37) 的 方 
程 ,其 系数 (1,9，… ,9%} 满足 (6. 38) 的 条 件 , 则 SGz) 的 相关 函数 
RG) 满足 (6. 47) 的 方程 组 条 件 . 又 €G) 可 家 为 


G) = > Get — k), (6.49) 
并 且 有 “(6.45〉 递 推 公式 成 立 ， 


以 下 我 们 来 计算 , 当 £ G) 是 平稳 正 态 AR(p) 模型 时 , € 
的 炉 率 的 表达 式 . 


定理 6.5 REO 是 正 态 平稳 ARCp) 模型 , 其 方程 如 
(6.37) 所 示 , 其 系数 满足 (6. 38) 条 件 , 则 依 (6. 20) 定义 的 炉 率 
HEU) 存在 ， 并 可 表 为 

H(EG)) = log(8 V2re). (6.50) 

证 明 由 定理 6.4 知 , 由 于 G) 是 AR (p) 模型 ， 则 它 的 

协 方差 满足 Yule-Walker 方程 


RO) RO) = R(P) 1 Gi 

RO) RO = RÆ-~-D|jal_ lo 

ROp) RE- D = RO dly, 0 
(6.51) 


记 (6.51) 左边 的 矩阵 为 Ran W (6.51) 可 写 为 
R, Be ,go) = (0,0,--.,0)'. (6.52) 
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由 线性 代数 中 的 克拉 姆 法 则 知 


G RA) = RÆ) 
0 
1= |; r, det R 
o 
_ fidet R, 
= get Rp) (6.53) 
即 B = C} = det R,.,/det R, (6.54) 
不 难看 出 ， 对 一 般 的 N2 p EA 
C} = det Rx, /det Ry. (6.55) 
可 见 det Ry = Cidet Ry- = 
= (Ci) det R,, (6.56) 


于 是 ， 由 任意 (€G.),8G,) EUND) 遵从 NGCORv) 分 布 ， 其 
B O (6.35) 
HEG), EEn) = log[ (2re)¥ (det R,)7) 


= FlogC2re) + 二 logCdet R.) 


= YlogC2ne) 十 + ogC(CD -rdet R) (6.57) 


= Ylog(2re) + Ë z Plog(C + +log(det R,) 
可 见 HEO) = lim HHOGGD EY} 
= tog C2re) + +!ogecp 
= log(@; V2re). 0 6.58) 


其 中 (6. 57) 是 运用 了 (6. SOAR Cp) 模型 的 结果 ,而 (6. 58) 
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是 用 名 = C, 的 结论 ( 见 (6. 45)). 
由 本 定理 
HEG) = log( /2%e) + Flog) — (6.59) 


知 ; 对 ARG) 模型 ,要 它 的 炳 率 H (SG) 大 必须 上 且 只 需 AR. 
我 们 以 下 介绍 一 般 ARCp) 模型 的 一 条 定理 ,其 证 明 此 处 从 
略 ， 有 兴趣 的 读者 可 看 谢 囊 洁 (1990) 的 书 . 


定理 6.6 Ü ¿GO Æ ARG) PREISO 是 它 的 谱 密 
Be, 则 


a= vexp| 二 | logf Qy]. (6.60) 


将 (6.60) 的 结果 代入 〈6. 59) 可 得 
HEO = log( /2ze) + log( Yared re Va) 


= log( V37e) + log( /3z) + 去 | logf Waa 


一 itf 
= logn) + ++ Ef logada 66D 


(6. 61) EES AR (p) 平稳 列 的 精 率 的 另 一 个 表达 式 , E 
表明 : 对 这 类 模型 ， 要 它 的 焙 率 最 大 必须 上 且 只 需 


rc = f lograda (6.62) 
最 大 . 工程 上 称 7CP) XEO KIR. 
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$2 极 大 炉 准 则 下 的 模型 拟 合 方法 


2.1 问题 的 提出 . 

本 节 将 要 介绍 近代 观测 数据 的 模型 拟 合 癌 题 和 方法 . 

假设 za su zw 是 对 某 平稳 随机 过 程 €G) 的 个 观 
W, W: 由 这 些 观测 值 出 发 ,如 何 对 我 们 的 观测 对 象 &C) 给 它 
一 个 合理 的 数学 模型 的 描述 ? 

在 第 一 章 中 已 经 介绍 了 平稳 过 程 的 概念 ， 它 是 建立 在 二 阶 
和 矩 的 认识 的 基础 上 的 ， 而 这 类 过 程 ， 对 它 的 认识 也 是 通过 它 的 
协 方差 画 数 RC(&) 或 它 的 谱 密 度 SO 来 达到 的 ， 

由 EG) 的 观测 (as az es enhe ARTEMA, H 


xa 
RQ) = Pusa k=0,1, M, — (6.63) 


可 以 用 来 估计 理论 相关 函数 EEEO) = Rek) , k=0, 1, 2, 
=, M, MS<N—1. 
假定 对 SG) 38 raga 3 [831 T EGHIR RA), k 
=0,),2,- M, (MSN —1). RRA HEAR (z. z," ze) 
出 发 给 6) 一 个 模型 ?() ,当然 ,如 果 7G) 能 比较 精确 地 刻 划 
9 的 性 质 , 则 我 们 有 理由 要 求 OWT Rn(&) 应 满足 
Rn(k) = RC), k = 0,1,2,-- ,M, (6.64) 
当然 ， 只 有 (6, 64) 的 要 求 还 不 够 ,因为 这 种 ?(:)? 可 能 有 许 
多 ， 则 我 们 如 何 去 挑 选 一 个 “最 好 ”的 呢 ? 
此 时 ,我 们 想起 了 上 -一 节 介 绍 的 信息 准则 . 因此 ,我 们 可 以 
在 满足 (6. 64) 的 所 有 0O) 中 挑选 一 个 , 它 的 炉 率 是 最 大 的 . 
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数学 上 的 描述 是 : 设 RC0),R(1),… RM 是 某 个 平稳 列 
的 M 个 协 方差 值 ， 它 使 得 


“| RO) RO) e RM) 
RQ) RO) = ROM — 1) 
Tur = (6.65) 
RD R(M-—1) ~ RO) 


为 对 称 正定 阵 ; LS 
X = (yG)|yG) 是 平稳 列 ;RR k) 一 RA), k = 0,1," M}. 


(6.66) 
如 今 希望 从 Or 中 选 一 序列 7G), CHWE SC 中 是 最 大 的 : 
HOW) = Sup (HOG). (6.67) 


问 : 这 种 gG) 是 什么 样 的 随机 序列 ? 

首先 ， 我 们 指出 ， 虽 然 炉 率 最 大 这 是 很 直观 、 很 合理 的 准 
Hj, 即 希 望 “ 在 具有 M 十 1 个 协 方差 值 相合 的 条 件 下 , 每 个 观测 
(“字母 ") 带 来 的 平均 信息 量 是 最 大 ”的 . 但 由 定理 6. 6 的 
(6. 61) 式 ， 可知 : ARRERA RAR RRA RK HA 


TCD = logada 
的 ， 因 此 (6. 67》 可 以 改 为 找 9) 使 
1Sa) = Sup [| logfsVar). (6.68) 


以 下 我 们 考虑 的 ?5 ,不 仅 y(2) EX, 而 且 要 求 它 的 谱 密度 是 
logf y (à) 可 积 的 。 


是 等 


2.2 问题 的 解答 . 
引 理 6.1 设 (ro k=0, +1, =, +M) 是 实数 列 ， 满 足 
me 一 rt k=l, 2, s, M. G 
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x 
Fæ = Xr. (6- 69) 
EEN: 


有 fle ") 2 0, — n & A< z. (6.70) 
于 是 必 存 在 实数 (a. p. ue p) 使 
fe 一 [Ei Je = zas (6.71) 


证 明 ih /| = Dr Dr Fo) (6.72) 


“ u. 
/= Dras | Dra) S FED, G+ 


treri 


即 有 /二 | =G = E) /co， (6.74) 


首先 假设 了 a #0, |z|=1. Ë (6.74), 可 知 : 若 zo 为 根 ， 则 
=> Z SRD f AB. 

由于/ O 是 2M 阶 多 项 式 , 放 有 2M 个 根 ， 而 zo, GO 1, 
z GY NZE 


m EDT E (Eo) (6.75) 
WO2M 个 根 可 排 成 《 若 重 根 ， 每 根 算 一 次 全 排出 来 ). 
Z CG) liza (Za) Tene sx (Ga), (6.76) 
其 中 可 要 求 jal > 1G = 1,2,…,M), BWE zol < 1, Wl 
名 1 = 人 | 之 1 二 者 可 以 互 换 
于 是 可 改写 
ID= Ynt L Arak (6.77) 
u x = 
=&lle-zolllz- 2) 
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=alle -wJ (6.78) 
ze GAT e — z) H e z) 
TL e= * 
" 
= G4) J er rr 
He 所 
(6.79) 
又 由 (er >0， 一 mASr, W 
p= XD" o, (6.80) 
He 
u 
故 fie™) = | He 2 — xo |°. (6.81) 
令 Gz) 一 Dije- a. (6. 82) 


由 (z) 安排 的 次 序 看 : 其 中 或 为 实数 ， 或 其 中 有 成 对 的 共 斩 复 
E CM 《6.76))， 因 而 《6. 82) 可 写成 


æ = VDI e -a [e ~ z) G — z). 
C6. 83) 
其 中 zi 为 实数 ，z4 为 复数 ， 然 而 
G — z.) (z — zi) = z° — 2Re(z,)z + legl? 《6.84) 
是 实 系数 二 阶 多 项 式 , 进而 更 (z) 是 M 阶 实 系数 多 项 式 ， 可 表 
为 
u 
Pe) 一 2792 Z 0,|z| < 1, (6.85) 
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或 fe = |Dam r KAK (6.86) 
其 次 , ESO 在 |z| 一 1 上 有 sx 个 根 , 则 (6. 79) 应 改 为 
fe = SD TT çs | 


= ` 
z, 


1 


s 
x [Ce 2 e — enq e. — (6.87) 


=n 


其 中 (et, 二 1,2,…,s) 为 单位 圆 上 的 根 . 

利用 SE 220 ,不 难 证 明 (6. 87) 中 每 个 a, 必 是 个 数 个 ， 
从 而 《6. 87) 中 右 端 括号 部 分 可 写 为 
[Hea a pera — em eT" 


形式 的 连 乘 ,因此 亦 可 合并 到 (6.87) 的 前 一 部 分 写成 模 平 方 
的 形式 D 


利用 引 理 6. 1 我 们 可 以 来 推导 本 节 一 开始 提出 来 的 (6. 60), 
(6.67) 的 解答 

首先 ， 由 第 一 章 的 (1.125) 和 G.126) 知道 : 协 方差 函 
数 与 谱 密 度 是 一 对 Fourier 变换 ， 故 有 


Rk) = [A 二 0, 土 1, 土 2,…, 土 M， 
(6. 88) 
CD 一 DRO, rin (6-89) 
于 是 引进 (kok = 0, +1, +2,, + M)Lagrange 乘 子 ,并 令 
ID = Í logia — Def soea (6.90) 
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= log/ 4 — [ 3) peh) fO Jaa. 6.9D 


由 于 RC 一 如 = RG), W£.) 可 以 适当 减少 ， 可 设 
£= Cu k= 12, M, (6.92) 
由 由 变 分 原理 J (f) 达 极 信 的 条 件 是 SJ7(A) = 0, BH 


x 1 M 
IN =f [Fs Dee apobda，(6.93) 
MND = 0 等 价 于 上 式 方 括号 等 于 零 ， 即 
JQ) = — . (6.94) 


而 利用 fO 之 0, 如 一 8-，。 《实数 ) 等 条 件 , 利用 引 理 6. 1 的 结 
果 可 得 
1 


LD = ———., — z < ¿< x. (6.95) 
| Da” 
或 者 写成 时 间 序 列 分 析 常 用 的 形式 ， 可 表 
fO) 一 s3 — r< A < x. (6.96) 


一 一 一 一 一 一 ， 
2z| > we 

= 
则 与 (1.135) 相 比 较 可 以 看 出 ， R (6.96) 的 谱 密度 的 平稳 
序列 不 是 别 的 , 正好 是 ARCM) 模型 ， 其 中 ,由 引 理 6.1 证 明知 
当 log fO) 可 积 ， 则 可 要 求 

Pe) = Dato jel < 1, 

HASA > 0, —r KAK RDE) 22 0 , (6.76) 的 诸 
#lel>L 

由 此 可 得 以 下 关于 极 大 粹 准则 下 的 模型 拟 合 的 重要 定理 ， 
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定理 6.7”( 极 大 炉 模 型 拟 合 与 谱 佑 计 ) B R(0),R(1)， 
ROM) 是 某 个 平稳 列 的 M 十 1 个 协 方差 函数 ， 它 使 得 


RO) RO RM 
RO) RO ~ RM-D 

= YY ee 
CO RM-1) = RO 


成 为 正定 阵 , 则 满足 (6. 66) 并 达到 (6. 67) 的 9Gt) 是 ARCM) 模型 
PD) 十 83 一 1) 十 十 89 一 4) = elt). 


(6. 98) 
其 中 (p, ps es gus @) 由 以 下 Yule-Walker 方程 给 出 
1 Gd 
0 
ml = 1 |, (6.99) 
Pu 0 
g 
并 且 f,Q) = —— rRACA (6.100) 
2r| pe 
m” 
"i 
其 中 0, > 0,@G) = Dat A0 jz] El (6-101) 
= 


定理 6, 7 中 的 大 部 分 结论 已 由 前 面 证 明 ， 所 缺 的 是 ， 具 有 
(6.400) 并 满足 《6.101) 的 谱 密度 ， 则 它 必 是 ARCM) 模型 
(6.98) 并 且 有 (6.99) 成 立 ， 这 些 结论 的 证 明 留 给 读者 . 


2.3 从 观测 样本 出 发 对 平稳 序列 的 模型 拟 合 
和 谱 估计 . 
以 上 定理 6. ?的 出 发 点 是 : 假定 观测 对 象 的 协 方差 函数 
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RORO) = ROM) 已 知 ， 在 实用 中 我 们 做 工作 的 出 发 点 只 
能 是 N 个 观测 样本 ro z eo zw. 当然 读者 会 想到 在 第 -这 
中 我 们 曾 介 绍 过 用 样本 协 方差 (1. 1095 


ñ x” 
ROSAD nzn t= Osler my (6. 102) 
£ 


来 对 ROD 进行 估计 ， 其 中 mn <N. 

读者 需 注意 的 是 定理 6.7 是 说 : 若 能 掌握 观测 对 象 的 M 十 1 
个 协 方差 值 , 则 氢 合 模型 就 到 ARCM). 因此 , 理论 上 存在 一 个 
如 何 估计 《〈6. 102) 中 的 mw 的 问题 ,或 说 存在 一 个 如 何 选择 
合理 的 拟 合 模型 AR 《mw) 的 阶 数 mw 的 问题 ， 称 为 定 阶 问 题 . 

以 下 介绍 霖 池 的 信息 准则 : 

as zo ` zw R N 个 观测 样本 ， 由 (6. 102) 计算 


A 
Y= RG) T= 0,1,2, my. {6. 103) 


其 中 mw = OCN), 即 取 VN 的 适当 倍数 ， 如 2~3 售 ， 对 1 志 
smw， 解 以 下 Yule-Walker 方程 


LA BG) 
no Y, = rall 0 

;|= ， (6.104) 
Y YY g? 0 


P 一 ABD), 
Y= LAA ,2)}, 


则 可 得 O g .... (6. 105) 
,= (1,62,22... PRO, 
诸 组 参数 . 
令 AICO = hl) + 20 < s my (6.106) 


Meh 600) =Y. FER AIC(s) 函 数 达 到 最 小 的 s 值 , 设 为 pw, 即 
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AICCpv) = 
则 确定 px 为 AR 拟 合 的 合理 的 阶 数 , 并 以 至 m 对 应 的 参数 为 模 
型 参数 ， 即 认为 对 观测 对 象 的 拟 合 模型 为 
PO 十 AIE — D+ VE pu) 一 加 CpG)， 
C6. 108) 


{AIC (s)}. (6.107) 


其 谱 密度 为 
EPO = — PED, 6109) 
2z| Dawe]? 
名 
如 果 在 (6.107) APHAZI sf, W pA E 
AlIC(pD = AIC(pD = min {AIC()). (6.110) 
omy 


设 p, < 乌 , 则 取 模 型 拟 合 的 阶 数 为 AICC). MAAAR. 

虽然 pw 理论 上 证 明了 它 并 不 收 敏 到 真 值 ,( 假 定 观测 对 象 
是 AR(p)，zw 一 t+> p). 但 大 量 的 结果 表明 用 AIC 定 出 的 阶 pn， 
AR (ps) 都 能 很 好 地 描述 许多 观测 对 象 ， 也 有 人 建议 用 


BICG) = In) + Nso Ls Sm (6.11) 


来 定 阶 ， 并 证 明了 这 样 定 出 的 阶 pw 可 收敛 到 真 值 . 
以 上 有 关 的 理论 可 见 谢 圳 洁 (1990》 的 有 关 章 节 . 


$3 AARG) 模型 拟 合 进行 D- 滤波 


3.1 AR) 模型 的 逆转 公式 ， 
假设 (D，: 一 0， 士 1， 士 2，… 是 AR(p) 模型 ， 其 方程 
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表 为 
Et + REG — 1) + - + él — p) = elt), 


(6.112) 

并 De) = Siar #0,1el < 1.0, > 0. (6.113) 
MEO 可 天 为 - 

EOD = Desa — b). (6.114) 


其 中 (Ck 20) S (6,90. p) 的 关系 由 《〈6.45) 确定 ，( 以 
结果 参看 定理 6. 4). 
事实 上 ， 我 们 可 以 用 以 下 的 形式 推导 来 看 (6.114); 
设 U 是 推移 算 于 US 二 全 ,UCa6) = af. 则 《6.112) 
可 写 为 
UE) + AUE) + @U”8G) = Delt), 


或 [BU J8G) = 0, G). (6.115) 
其 中 多 (0) 由 (6.113) 确定 ， 则 由 (6.115) 可 得 
¿ 
ED = gap (6. 116) 
如 今 对 f(z) = gey , 因 (6.113) 性 质 ,可 以 作 Taylor 展开 


JG@)= 2 57 = Sca, 
其 中 (C) 可 由 


0, = Bz) > Ci (6.117) 


确定 ， 显 然 它 们 正 是 (6. 45) HFEA. 
从 (6.114) 可 以 看 出 , ARC) RAEG), 可 以 理解 为 是 由 
一 系列 白 噪声 信号 el1)} 经 过 以 {Cs,k 之 0) 为 滤波 系数 滤波 后 
得 到 的 输出 , 反之， 由 AR 模型 方程 (6. 112) 可 以 看 出 ;如 
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果 我 们 已 知人 (4) ,t = 0, 土 1,…} 的 值 ,而 又 已 知 它 是 AR(p》 
模型 (6. 112), 则 对 {8()} 进行 D- 滤 波 就 变 得 很 简单 : 


Eo = D Cet — b), 


ec = FED + Bea D + == + ËšG — p. 
A a 3 
(6.118) 
这 样 ， 由 观测 EG) 可 以 依 (6.118) 进行 滤波 ,并 且 可 以 用 


(6.45) 估计 出 其 中 的 {Ce 汉 之 0}, 这 点 在 许多 实际 问题 中 非常 
AA. 


3.2 HARG) 拟 合 进行 D- 滤波 . 

我 们 以 上 介绍 的 是 当 0) 为 白 噪声 序列 ,由 &(t) 进行 D- 滤 
波 可 得 elz) .但 如 果 信 号 不 是 白 噪声 ， 则 上 述 方法 就 不 能 用 . 

以 下 介绍 一 种 实用 的 D- 滤 波 的 方法 ， 设 收 到 的 是 


yO = Jyh — k), (M BA, (6.118) 


满足 H(z) = Sae 关 0,jz| <1. C6, 1187 
(hok > 0) 是 未 知 参 数 ,， z(t) 是 平稳 列 可 以 表 为 
za) = Set —_ D, 6, = 1. 


= 


{Bol = 1,2,0 L} 为 未 知 参数 ， “LEA. 
从 而 I) = Sa Sc —k—D) 


° 


= > Saec — @&+D). 


kmo tao 


令 mp 一 有 TI，& 一 Ap 一 5， 并 不 妨 设 MSL: 
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L M+L 


yO = J Dh Belt 一 各 
= = 


= Phet- D. (6.119) 
= 
其 中 
Xa, DOSES Li 


Sah, ol S < Mi (6.120) 
= 


" 
>) bj OM < z< M + L. 


ia M 


些 外， BrO, > i=l, 2, s N 为 观测 点 ， 则 利用 
7,4) = 120 +b. k= 0,1,2, Im 


<6. 121) 

WIRAMA TI AR), RHRHA (6. po @, to 
Ponte JEBIE THE 

10 = DCG — 5. (6.122) 


人 


其 中 (C,,s22 0) 由 (6.45》 所 决定 . 
我 们 用 pG) 来 代替 (6. 119) 可 得 


Mat 


Doelt —p) 一 yc e =s). (6.123) 
= 


则 可 得 * C, = h, (0, = 1), 
C, = ñh + ho, 


* HeD AREARE, M Cms s0. 
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Cr 一 bi 十 gj 十 … 十 Opho， 
C, = Bhai + On + = FOrh, 


Crau = 0,hu. 《6. 124) 
以 上 共有 工 十 M 十 1 个 方程 组 , 而 有 工 十 (M + 1) 个 未 知 参 数 ， 
由 (6.124) TJ ÍR Qo Os es Orns hos hu to hu. H B, 
(6.118) 式 中 的 系数 (s k=0, 1, =", M) 为 可 求 . 
再 利用 〈6. 118} 式 及 上 一 节 中 介绍 的 符号 运算 可 知 
yD = H(U)zG), (6.125) 
z) = HO 
= J) yG =s), t= 0, $1, +2 


(6.126) 
其 中 (ds,s 20) 由 以 下 推出 ， 
d, = 1/ha, 
153 
二 一 一 s =< =< M, 
4, ho Zadeh o Sas (6.127) 
1 
d=- 1 Do dho M< A. 
u= 


因此 ,(6. 126) 就 是 由 (yG) 出 发 为 获得 信号 序列 {z(t)} 所 
进行 的 -滤波 . 其 中 最 重要 的 一 步 就 是 利用 极 大 炳 模型 氢 合 . 


$4 D- 滤 波 在 地 震 勘 探 中 的 应 用 


在 本 章 一 开始 就 提出 了 地 震 勘 探 中 的 一 个 问题 ， 假 设 在 人 
工 井 炸 之 后 ， 地 沪 波 在 地 下 经 多 次 反射 ， 许 多 波形 的 复合 和 加 
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到 达 了 地 面 的 检 波 器 ， 此 时 可 认为 收 到 的 波形 是 
yQ) = Ybel — k). (6.128) 


其 中 {bsk 2 0) 被 称 为 是 小 波 , 相 当 于 地 球 对 单个 爆炸 脉冲 的 
响应 ,而 s(2) 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 序列 ,是 小 波 于 “时刻 到 
达 该 检 波 器 的 权重 因子 

BERA y(1),y(2)，yCNV) ,如 何 去 估计 (名 和 Eee)? 
例如 ,假定 ?459 的 波形 如 图 6. 1 所 示 : 


y) 


Bei 收 列 的 一 段 地 震波 O 
将 {y(2)} 按 一 定 的 间隔 数值 化 以 后 ， 可 得 

D290 yw， 《此 处 NN = 56). 
于 是 ， 利 用 极 大 粹 模型 拟 合法 ， 先 令 


Pan 
n= E Doom k= 0,1,25,15, C6. 129) 
名 


解 Yule-Walker 方程 


no n = z) BO 
y X o Ya fig ° 

Walk , (6.130) 
Y. Ya n lg 0 


并 用 ACO = InbiG) 十 2 总 


进行 判 阶 ， 具 体 算出 相关 函数 信 为 
Y=123.4, 为 一 114.6， — 7, = 97.38, 
Y, = 73.72, 7, =45.59, 7 = 16.23, 


0s < 15 (6.131) 


Ys 一 一 13.58， 为 一 一 40.01， Ys =— 6:31, 

为 一 一 76.05 7 =— 83.94, Yu =— 85.68, 

Za =— 80.24, Yu 一 一 67.55， Yu 一 一 48. 58， 

Yis =— 25.57. (6.139) 
用 AIC 判 阶 得 


AIC(0) = 4.816, AIC(1) = 2.773, AIC(2) = 2. 479; 

AIC) = 2. 309, AIC(4) = 2.359, AIC(5) = 2. 400, 

AIC(6) = 2. 346, AIC(7) = 2. 402, AIC(8) = 2. 470, 
AIC(9) = 2.525, AIC(10) 一 2.563,…，AIC(15) = 2. 836. 


(6.133) 
可 见 最 小 AIC 值 在 ;二 3 达到 ， 即 判 阶 数 为 p=3. 
E p= 3 之 下 ,AR(p) 的 诸 参 数 为 
名 一 1， @ =— 1.2, @ =— 0. 0023, 
p = 0.4623， = 2. 848. (6.134) 
模型 为 
yG) + (— 1.2)2yG@ — 1) + (— 0.0023)yG: — 2) 
+ 0.4623yG(: — 3) = 2. 848e(2). (6.135) 
再 利用 (6-45) 可 以 推出 
yQ) = Dbelt — s) (6.136) 
的 各 系数 如 下 : 
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k 0 1 2 3 4 5 6 


b 2.848 | 3.4176 | 4.1076 | 3.6175 | 2.7670 | 1.4257 | 0.04128 


了 8 9 10 11 12 13 14 


|—1. 2291|—2.1354|—2. 5845| — 2. 5368 | --2. 0608| —1. 2814| 一 0. 3671] 0.5113 


15 16 17 18 19 20 21 22 


1.2063 | 1.6189 | 1.7086 | 1.4951 | 1.0480 | 0-4695 | 一 0.1269| 一 0.6367 


23 24 25 26 27 28 29 30 


|—0. 981% —1. 1209| — 1. 0524| —0. 8105| —0. 4557| —0. 0611] 0-3010 | 0.5722 


31 32 33 34 35 36 37 38 | 
6 


0.7158 | 0.7207 | 0.6014 | 0.3917 | 0.1375 | 一 0. 1127| 一 0. 3164| — 0. 4431 


39 40 4 a? 43 a 45 46 


|—0. 4809 —0. 4315| —0. 3134| —0. 1542| 0.0141 | 0-1617 | 0.2656 | 0.3125 


47 48 49 50 51 52 53 54 


p= 0.2385 | 0.1421 | 0-0317 | 一 0. 0720| 一 0.1522| 一 0. 1976| 一 0, 2040 
L 


55 56 


表 6. 1 小 波 系数 [be 20) 
图 形 如 图 6. 2 所 示 . 
显然 ， 由 (6.134) 和 (6.117) 可 知 D- 滤 波 系数 为 
d,=0.3511, d,=—0. 4213, d}=—0. 0008, 
d,=0.1626, d.=0, s>4. 
其 反 向 图 形 如 图 6. 3 所 示 . 
利用 以 上 {d} 系 数 , 并 对 收 到 的 ya LRG. 1 进行 D- 滤 
波 ,再 进行 判决 就 可 得 到 一 系列 的 {uCz)} 值 ,为 了 验证 这 些 结果 
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图 6.2 h yC 用 极 大 靖 方 法 估算 出 的 小 波 46, 20) 
的 正确 性 ,我 们 可 以 将 估计 到 的 
(b, 2014 CM. 6.1) K 
luO } 值 进行 复原 , 即 令 d 
IO = > ba — u), 
(6. 137) 5 
看 看 它 与 记录 到 的 yG) 的 差异 . 
如 果 二 者 波形 差异 较 大 就 说 明 估 
计 方法 不 好 ， 应 该 作 改 进 ， 如 果 
波形 基本 相似 就 说 明 二 者 基本 吻 
合 ， 可 以 接受 . 
运用 以 上 结果 ， 可 以 用 6.137) 得 到 图 6. 4 的 下 图 G4)， 
图 6. 3 为 图 6. 1 的 另 一 表示 


图 6.3 DEHER ida) 
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maxf(&) = 20 


y(t) 


max f(E) = 5. 688117 


$G) 


图 6.4 原 地 震波 记录 y (O 与 理论 恢复 的 波形 O) 
由 图 6. 4 可 以 看 出 二 者 虽 在 尺度 比例 上 有 些 变化 ,但 波形 恢 
复 得 大 致 是 相同 的 . 
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附录 1 关于 解 Yule-Walker 方程 


的 递 推算 法 (Levinson) 


(A.1) 


(A.2) 


(A, 3) 


(A.4) 


HER Ri Res teo R, 是 某 个 平稳 序列 z, 的 协 方差 党 数 ， 
满足 
R, R, = R, 
R, Ro = R, 
Pai V es >o, 
R, Rpa Ro 
Br ,为 正定 阵 ， 则 称 
[Re Ra = R |fl Gi 
[R> Ro en Religa|_lo 
IRo Ro ts K, Jl 0 
为 Yale-Walker 方程 . 
显 见 ，(A. 2》 可 分 解 为 
Ros R, s Re) [7A R, 
R, Ro, ， K,+|| 7A] |R 
R, Rea ° K )l— 9, R, 
, 
# R= DAPR 
= 
2 = 1, 
Kh d 
d= BL = 12.0. 


(A.5) 


于 是 我 们 有 以 下 基于 递 推 关系 的 Yule-Walker 方程 的 解法 : 
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定理 A.1 设 厂 :>>0， 则 由 
z R, 
nel- | 


g) lR 
组 成 的 方程 组 有 以 下 递 推 公式 
D R. 
g = Ro 


(A. 6) 


A A 
AYP = (Rin — D Rag) (R PD RH) 


= 


gu = gb j= 12, 


其 中 n= 


R-n Res "o 


证 明 令 
a = (Ri, Rasta Ra)» 
a = (R Riit Ri), 
b= Pa P), 
C; = Py de, 
及 T= 
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(A.7) 


(A.8) 


(A.9) 


(A.10) 


Ta = r 
区 Ts, 
Ta, = as 


于 是 ，Yule-Walker 方程 可 改写 为 


Dinbi = artis 


Das aC. 
. BEHR] 
as, Rod gh Rin 


分 块 运算 之 后 可 得 
T.C, Taqi = at 
E "Ca + RAP = Ra 
由 《A. 14) 的 第 一 个 方程 可 得 
Cip = PP (a, — a qD 
=b — APD, a, 
= b, — RAPT T an 
然而 D'=TT, KTI =T. 
代入 于 (A.16) 可 得 
Ciri = b — MAPT TE a, 
=b, — MT,. 
将 (A. 17) 代 回 《A.14) 的 第 二 个 方程 得 
Rapi = ak Cbs — RPTE) + R nD 
= a/b — a Tb A + Reg 
= a/b, + (R, 一 a Tb han. 
然而 由 《A.11) 知 


Ta = a, 
则 TTa, = Ta,, f TT = I, 
或 a = aT = aT. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


(A. 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 
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代 同 (A.18) 得 


Rigi = arb, + (R, 一 or BORA v 
即 HD = (R, — a BR — aY be) (A. 20) 


将 (A. 9) 的 符号 代入 (A.20)， 


G 
+ 


di = Rai — (Ris Ri aott RI) (R — DAPR) 


ge = 
g = [R a 一 DAPR) (R — DPR). (CA.21) 
又 由 CA.17) 
el fe CE SE Ci 
ae le b o ¿l 
W) [A 
= o 一 A gn. (A.22) 
>| le 


将 CA.22) 写成 分 量 形式 即 为 
和 人 一 
(A.21). (A.23) 证 明了 本 定理 的 结果 . O 


k. (A.23) 
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附录 2 ”关于 解 Yule-Walker 方 程 的 
Burg 递 推 公式 


由 于 解 Yule-Walker 方程 是 对 实测 数据 进行 极 大 粹 AR 拟 
合 的 关键 步 双 ， 因 而 许多 学 者 提出 了 自己 的 算法 .上 一 附录 中 
介绍 的 Levinson 递 推 就 是 非常 著名 的 公式 . 随后 Burg 提出 他 
的 算法 ， 由 于 他 的 公式 含有 向 前 资料 和 向 后 资料 的 运用 ， 因 而 
许多 场合 结果 比 Levinson 更 精确 . 

首先 我 们 来 介绍 对 Toeplitz 矩阵 的 Wiggins-Robinson Æ 


代 算法 : 
设 有 一 线性 方程 组 是 
Z P|) (a, 
y, 为 ， Pal lge 
,|= ° (A.24) 
y, Ya 7 J ge 0 
其 中 a>0, 9 = 1. 
Hn = 0; w = Yo. (A. 25) 


设 第 (一 1) 次 递 推 得 参数 (n pi k= 1.2, n— 1) Bp; 


y Y es na) fE Z, 
~ j= (A. 26) 
Yaar Y. o, Y, gen 0 
Z, Y, ps ge a 
有 ~ ill: _ 
则 有 7 0 
Ya Y. ots s % 0 at 
(A. 27) 


y, Y e, Y| | 692 


及 :|=|o (A.28) 
LE tea Z J lp. an-ı 
= 
其 中 ata = XY, p 0. (A.29) 
= 
令 kui = a fa, i (A. 30) 
则 可 得 
ge» 0 
Po e E e es es 
EA a p| TĒ- ` 
y, e YJ Y e, Y, 


由 于 一 (A.32) 


=g. (A. 33) 
其 中 CA. 33) 等 号 成 立 理由 是 由 Levinson 递 推 公式 的 (A.7)， 
注意 这 里 g RL (A.7) 的 g” ARS. 
因此 ww H k aa 


= 2775 + g DY ped 


a a 
=r Erge 6 + SYyge ngo 
= = 


x= = 
=p Dg Tg — y 25 (A.34) 
= = 
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Srat >= SL a r 


- Pes — Y. =n ÈP =a (A. 35) 


其 中 AD BATHS P=. 
再 代 回 到 (A. 31) 可 得 


go o 
: D a, 
T... gan +k, | :| ol (A. 36) 
£3 : 
0 ge» 
再 由 (A.24) 知 
go 0 gh 
: gea» g 
Par +k, = T, 
g i : 
o ge 人 
由 T,a>0, MJ 
ge- o ge 
-: ob m 
gol te; |= É. (A. 37) 
各 一 上 : : 
0 go ge 
由 此 可 得 
g» 0 ge 
e g” 
; |+ 6 = (A.38) 
ge p D o, 


iy g 
227 8 


gn 
DnE 


(A. 39) 
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由 以 上 结果 可 以 导出 Yule-Walker 方程 的 以 下 Burg AiE A 


1v 
= 0: a= = 1 Y = ks (A.40) 
n a= = NE 
Žo Ff 
a= u [= | ,|| | (A.41) 
0 f, Paj iP 
a A [ 1 |] 
一 | ` AA.42 
[> 7] BEK 1 ‘ ) 
一 他 +g” 多 (A.43) 
TATE [J g 


其 中 (A. 42) 运用 了 Wiggins-Robinson 公式 (A. 36)， 其 中 的 
k, H yr? 代替. 
由 (A.43) 可 得 : 


e=) + 0, I =— a, (A.44) 
和 a = $ + gh = ot, 
或 a 
即 R= 0 P (A.45) 


(A.44). (A. 4D 组 成 了 x 二 1 的 解 , 然而 内 " 在 这 些 公式 中 并 没 
有 确定 ， 统 计 学 上 认为 它 的 选择 应 使 得 以 下 的 “向 前 ”一 步 预 
测 和 “向 后 ”一 步 预 测 误差 最 小 : 设 x, 是 ARG), 有 方程 

=, + Dz, a = he 


W Elz, + gr |° = @ CA. 46) 
是 向 前 预测 一 步 误 差 ; 而 
五 |z + giz? (A.47) 


相当 于 向 后 一 步 预测 误差 . 
因此 ， RITE 多 "使 得 综合 预测 误差 最 小 ; 
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a 
s| 27 G + HR) + Dre + BO)? 
min|z pl JE + ez + Da )) 

(A.48) 
即 令 
x 
Evol S [(z, + Gz) + (z, + Wr) = 0 
= 
2 Ei 
mag 一 aati (A. 49) 


D,a H zy 
以 上 a= 1 的 推导 思想 可 运用 于 一 般 = 到 ”十 1, 其 一 般 结果 
WF: 
B n boÁtf (0.2. b.) 已 获得 ， 
则 对 n+l: 


$. = ED as DPP . (A.50) 
m 
Tiri = (1 — (Oar (A. 51) 


P= ln (A52) 
Co 


Dhat Dr ena eo Dn) 
S [lat Eupe + (z+ BPa) ] 


(A. 53) 
(A. 50) — (A. 53) ME (A. 40), (A. 44), (A. 45) 就 构成 了 
Burg 从 一 组 观测 样本 ris zs，…，, zn 出 发 解 Yule-Walker 方程 
的 递 推算 法 . 
读者 可 以 将 Levinson 递 推 与 Burg 递 推 相 比 较 可 以 看 出 : 
Levinson 递 推 是 事先 对 协 方差 函数 7, y... y, 要 有 估计 , 比 
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如 用 
Tv 
$= 27, Zea L = 0,12," sp. 


来 估计, 然后 再 递 推 , 而 Borg 递 推 公式 是 一 步 一 步 地 推出 对 六 
的 估计 , 而 由 参数 yr) 是 使 得 最 小 二 乘 误 差 准 则 下 达 极 小 .这 
样 Burg 递 推 得 到 的 结果 就 比 Levinson 精细 . 

一 般 地 , 如 果 样本 N 不 太 大 ,比如 过 100, H| Burg 结果 比 
Levinson 好 ; BËN 比较 大 ， 则 二 者 的 结果 差不多 . 

Burg 递 推 公式 的 最 大 不 利之 处 在 了 于 它 的 算法 属于 非 线性 
的 , 计算 量 比较 大 , 而 Levinson 算法 属于 线性 的 , 运算 起 来 比 
Burg 要 快 得 多 . 

最 后 , 我 们 指出 : 用 Burg 递 推 得 到 的 AR 的 系数 902, j= 
1，2，…， nn 同样 能 保证 

We) =1+ D PAK A.54) 

并 且 得 到 的 (P, 2, +, 2.) 所 组 成 的 矩阵 


Pan = , zo 


是 非 负 定 的 . 
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第 七 章 Kalman 滤波 


$i 问题 的 提出 


L 在 生产 过 程 、 卫 星 导航 、 飞 行 器 拦截 等 实际 问题 中 都 提 
出 了 控制 优化 的 问题 . 它们 的 共同 特点 是 , 比如 以 飞行 器 为 例 ， 
它 自己 在 空间 的 运动 规律 遵循 - - 定 的 运动 方程 ， 但 由 于 各 种 因 
素 的 作用 ， 可 能 使 飞行 器 在 运动 中 偏离 预定 的 规 道 、 因 此 在 每 
一 时 刻 都 希望 能 了 解 该 飞行 器 的 位 置 、 或 者 下 一 时 刻 可 能 的 位 
置 ， 然 后 给 予 最 优 的 控制 ， 然 而 ， 如 何 能 在 每 一 时 刻 估算 出 飞 
行 器 的 位 置 呢 ? 需 知 ,我 们 对 该 物体 的 监测 是 通过 地 面 的 观测 数 
据 来 完成 的 ; 但 是 ， 就 观测 而 言 ， 由 于 量 测 仪器 和 其 它 一 些 随 
机 因素 的 影响 ,观测 值 也 往往 是 被 “ 牌 曲 ” 的 。 因 此， 数学 上 
的 任务 就 是 如 何 通过 这 些 不 可 避免 的 ， 受 了 “ 焉 曲 ” 的 观测 数 
据 来 把 握 原 物体 的 运动 规律 , 尽 可 能 精确 地 估算 出 它 的 位 置 ,并 
在 这 一 基础 上 实现 对 该 物体 运动 轨道 的 最 佳 控制 ， 这 一 数学 问 
题 在 60 年 代 、70 年 代 成 为 非常 热门 的 研究 问题 ， 而 首先 提出 解 
决 这 一 问题 的 方法 的 是 Kalman 和 Bucy (1961), 随后 许多 人 加 
以 完善 化 和 推广 ， 而 他 们 提出 的 方法 通常 称 为 Kaiman 滤波 方 
法 . 
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2. 数学 上 , 以 离散 时 间 的 问题 为 例 , 上 面谈 到 的 问题 可 以 
综合 为 以 下 共同 的 数学 模型 ， 

用 XX 二 《Xx1() ,zalt) r OY 来 代表 某 物体 在 t 时 刻 的 
运动 状态 (如 空间 位 置 、 速 度 等 ), 它 的 运动 规律 满足 某 个 方程 
式 ， 比 如 满足 以 下 的 差分 方程 

X, = FX, + Bu + [W,. (7.1) 
其 中 下 是 pXp WERE, 可 能 不 依赖 于 也 可 能 依赖 于 BA 
都 是 pXr 的 矩阵 :ww 是 影响 运动 物体 在 时 刻 的 状态 的 控制 
向 量 参数 , 它 是 pX1 维 的 ; W, 称 为 模型 噪声 .(7. 1) 称 为 该 运 
动物 体 的 模型 方 程 . 

对 她 面 而 言 ， 利 用 各 种 仪器 对 该 物体 进行 基 测 时 ， 由 于 受 
各 种 因素 的 和 干扰， 包括 信号 通过 不 同 传播 途径 的 影响 等 等 ， 量 
测 的 结果 是 很 复杂 的 ， 数 学 上 一 般 用 以 下 的 方程 来 措 述 : 设 观 
测量 为 Y,， 它 是 mX1 的 向 量 ， 可 表 为 

Y, = HX, + v, (7.2) 
其 中 召 是 严 X 户 的 矩阵 ， 可 能 依赖 于 上 tB $o S Iki. v. 代 
表 了 在 观测 中 带 来 的 干扰 , 是 mxX1 维 的 向 量 , BR, v 和 ww 是 
二 种 性 质 不 同 的 干扰 ， 因 面 是 二 种 不 同 的 噪声 . 

如 今 数学 上 的 问题 有 二 : 

a. 由 一 组 观测 数据 (Y, :一 0，1，2，…，N 一 1}, REF, 
H. TEH, ŽE wo v, 的 统计 性 项 也 事先 有 了 解 的 条 件 下 , 如 
何 能 最 优 地 估计 出 X, 的 向 量 值 ? 

b。 给 出 某 种 准则 下 关于 控制 变量 ww 的 最 优 值 az. 

方程 (7.1)》 和 《7.2) 联合 在 一 起 简称 为 “状态 方程 > H 
观测 (F, t= 二 0, 1，…，N 一 1} 去 解决 上 述 a, 4&4 二 个 问题 称 为 
最 优 预测 与 最 优 控制 问题 .如果 已 ，B， 广 , 吾 诸 称 阵 不 依赖 于 
观测 时 刻 上 ， 就 称 为 是 “定常 ”的 最 优 预 测 与 最 优 控制 问题 ; 反 
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之 则 称 为 “时 变 ” 的 . 前 者 往往 和 平稳 随机 过 程 的 理论 相 联 系 ， 
而 后 者 往往 属于 非 平衡 过 程 . 
3. 第 六 章 中 的 D- 滤 波 问 题 与 上 述 问题 有 关 . 
(6.1) 的 更 一 般 的 形式 应 是 
ya) = Sinut — k) + ol). 《7, 3) 


作为 一 种 实用 模型 ， 当 h, V 0 的 速度 比较 快 时 可 以 选 (7. 3) 的 
观测 模型 为 


J 


EXE, 


, 
yG) = Dhu — k) + oG), (7.4) 
各 
或 者 
ult) 
G@—1 
yO = ork hd “ETP Ly, GS) 
u(t — p) 
Y G) = Hu) + v G) (7.6) 


其 中 了 G)=y G) 是 1X1 标 量 序列 , H 是 1 X (0 + 1) 的 定 党 
EBE, u (1) 是 tD XERE, v (2) 也 是 1 X1 的 标量 . 假 
E a OE ptl AR (p 十 1) 模型 ， 则 它 可 表 为 

u (t + 1) = Ful) + z (t). (7.7) 
于 是 ，(7. 6) 和 (7.7) 便 构 成 了 一 对 状态 方程 ， 由 (Y G)) 出 
发 ， 如何 去 恢复 a (2， 也 就 是 在 第 6 章 中 我 们 所 谈 的 D- 滤 波 的 
问题 . 这 里 所 不 同 的 是 允许 (7. 6) 的 信号 序列 w ORE HR 

、 声 ”序列 而 可 以 是 平稳 随机 信号 序列 ， 

和 《7. D 相 比 , (7. 7) 中 没有 控制 项 (注意 :(7.7) 中 的 a 0) 
是 信号 项 的 模型 ,相当 于 (7. D rh bb X (2) 项 ) 即 B=0. 这 类 问题 
常常 被 称 为 纯 滤 波 问题 . 
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读者 不 难看 出 : (7. 6) 方程 或 模型 的 建立 是 比较 自然 的 , 也 
已 为 研究 人 员 所 广泛 采用 ; 但 是 〈7.7》 的 建立 或 更 一 般 
(7.1) 的 建立 是 需要 作 具 体 问题 具体 分 析 的 工作 一 一 如 何 从 


X Q) 出 爱 《〈 即 从 它 的 观测 样本 出 发 》 去 建立 〈7. 1) 的 方程 涉 
及 到 建 模 问 题 , 是 一 个 比较 专门 的 领域 , 有 兴趣 读者 可 参看 Ao- 


ki (1987) 的 专著 《State 
书 将 介绍 一 种 简单 而 实 月 


Space Modeling of Time Series}. 本 
的 ， 建 〈7. 7) 的 模型 的 方法 . 


本 章 主要 介绍 用 矩阵 的 方法 来 解决 上 述 <、6 问题 , 这 种 滤 
波 方法 是 一 种 递 推算 法 , 称 为 Kalman 滤波 方法 . 由 于 是 一 步 步 
递 推 的 ， 因 而 很 容易 推广 到 “ 非 定常 ”的 场合 ， 当 然 ， 读 者 很 
容易 看 出 ，Kalman 滤波 中 的 一 大 问题 是 递 推算 法 的 收敛 性 和 


稳定 性 问题 ， 这 里 涉及 到 


的 数学 问题 也 很 深 ， 这 里 不 可 能 展开 


介绍 ， 读 者 可 参看 中 国 科 学 院 数学 研究 所 概率 组 编 的 《离散 时 


间 系 统 滤波 的 数学 方法 》. 


本 章 的 末尾 将 运用 Kalman 洪波 方法 来 解决 散射 通信 中 的 


多 径 效应 问题 〈 在 许多 问 
于 心电图 的 整形 . 


题 中 都 存在 类 似 的 问题 ) 及 将 它 应 用 


8 2 Kalman 滤波 的 递 推 公式 


2.1 Kalman 滤波 的 数学 推导 . 


假设 状态 方程 为 


N = FX + W, 


(7.8) 


Y, = HX, +w 


定常 的 ,无 控制 项 wi 的 模 
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型 ;其 中 Y; 是 m 维 列 向 量 , 和 是 mXp 


WERE, n 也 是 m 维 的 列 向 量 白 曲 声 ; XY, 是 p 维 列 向 量 , 下 是 
Xp 的 矩阵 , P E pX r AERE, W, 是 + 维 的 列 向 量 白 噪 ， 统 
计 学 上 约定 W, 与 有 如 下 的 关系 ; 


EW, = Ev, = 0, (7.9) 
EW,w = 08,.,, 《7.10) 
Ev) = Rò, j» (7.11) 
EWw, = 0. (7.12) 
#HDBMIİ Xo EX.= u, DX) = PARZE), H. 
EXW; = EX, = 0 (7.13) 


数学 问题 的 提 法 是 ， 在 以 上 条 件 下 ， 由 Xo + PRW (Y) 
出 发 ， 如 何 对 X, 进行 估计 ?更 简化 的 提 法 可 假定 X。 是 零 均值 
的 . 
由 递 推 的 算法 看 .假定 在 4 一 1 时 刻 我 们 已 经 获得 对 Xe 
的 最 优 估 计 值 B-s WEERA k WWR Y, FERNE 
线性 组 合 
AX, + BY, (7.14) 
来 估计 XX， 其 中 4、B 是 二 个 待定 矩阵 ， 它 的 选择 是 使 得 以 下 
的 二 次 式 
A, = E(X, — (A%,_, + BY,)) ( X, — (AX,_, + BY,))' 
(7.15) 
达 极 小 . 这 里 所 谓 达 极 小 的 含义 是 : 若 选择 别 的 矩阵 A, B, 并 
RA G.15) FA, 吾 的 位 置 得 
D, = E(X, — AR. + BYD) ( x, — (Q$, + By,))' 
(7.16) 


则 DA 是 非 负 定 矩阵 ， 记 为 
D, > A,. C7. 17) 
为 了 选择 最 优 的 4 和 吾 ， 应 注意 以 下 事实 
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(1) 可 将 (7.15) 中 的 X,— AÊ, — BY, 改写 为 ; 
X,— AÈ,- — BY, 
= FX, + (W, 一 4 各 
— B(H(FX,_, HW) + vi 
= (I — BH(F(X, — Ê) + TW — Bv, 


+ (Q — BHF — AR. (7.18) 

《2) 记 
PSEC XX, — X), (7.19) 
T, = FP, F + fOr', (7.20) 


则 
A, = EX, — A, — BY,J(X, — AX, 1 — BY, 
= (Q — BH)I,G — BHY + BRE 
+ CU — BH)F — AXES 1) 
x (G 一 BH)F — AY. (7. 21) 
将 7.2D 展开 再 配方 可 得 
A, = BHILH'B' — BHIL — ILH:B' + [十 BRB' 
+ (Q — BHF — ANER, Ñ) CO — BH)F — AJ 
= (8 — Il,H' (HILH + R)ICHILH + R) 
X (B — I,H'(HU,H' + Ry Y 
+ (Il, — LE" CHH,H' + R) HI) 
+ CU — BHDF ~ ANER, a) 
X CU — BHF — AY. (7.22) 
(3) 在 (7.22) 的 表达 式 中 ， 可 表 
A=1+I1+HE, 
其 中 I =B- ILH' (HILH + R) 'JOBU,H' + R> 
* (B 一 ILH' (HILH' + R) `'3' ACDC. 
C7. 23) 
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C = (B — ILH (HILH 十 RD) (7.24) 
D = (HILH' + R) ` (7.25) 
由 于 R= Evv', 
则 任意 的 向 量 a, 均 有 
aRd = a(Evi,' yd 
= E(av,) (ov,)’) > 0. (7. 26) 
表明 R 是 非 负 定 的 ; 同样 ， 
IL = FP,_,F' + fer. 
由 于 Pi-!，Q ËF Hy 26 BE, k L> GERERE, Ne 
(7.25) 可 看 出 D 也 是 之 0 的 ， 此 外 
E — (G — BH>F — AJ(EX, Ñ, DCU — BH)F — AY. 


(7.27) 
其 中 ， 中 间 项 EX,. X 20, # W Z>0. 
而 : 
£ = ll, MH' (HILH' + RHI. (7.28) 
其 中 不 含 待 选 矩阵 4 M B. 
由 A20, WHF (7.28) 5A, BEX, HB 120, 12 
0， 则 “最 小 ”的 A 是 选 4 ，8B" 使 得 I" 二 0， 二 "二 0， 则 此 
时 
A 2 A = 1 =, LE HLE + R) HU, 
(7. 29) 
因为 
一 人 二 1 十 下 之 0 (7.30) 
因 二 个 非 负 定 阵 相 加 仍 为 非 负 定 阵 . 
(4》 可 见 最 佳 的 短 阵 系数 4" ，8" 的 选 拌 是 使 
1° = Cr DC’ = 0. (7.31) 
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{参看 (7.23); (7.24), (7.25)). ERTASI B iE 


Cr = (B° — MATH + R) = 0 
或 者 B` = ILH' (HILH + R). 

以 后 称 有 二 

另外 ， 选 4" 使 


R= CU — BHF — A')(EX, X) 
X (G — BH)F — A'Y = 0, 
此 时 只 需 选 
A' = (E — B' HF = G — K,H)F Š Ae 
BR, K 和 A` =A RTA k 8 X. 


2.2 Kalman 滤波 的 递 推 公式 ( 纯 滤 波 ). 


(7.32) 
(7.33) 
(7. 34) 


(7.35) 


(7.36) 


由 假设 的 (7.8) 的 一 对 状态 方程 出 发 , 并 假定 满足 
《7.9) 一 (7. 13) 的 条 件 ; 而 其 解 的 形式 为 线性 形式 (7. 14), 则 在 
使 (7.15) 达 极 小 的 准则 下 ,预报 系数 矩阵 K, 和 A, 取 为 (7. 34) 


(7.37) 
(7.38) 
(7.39) 
(7. 40) 


与 (7. 36) 形式 . 

假设 从 一 组 初 值 向 量 X MPRA P = DX), Wl 
Kalman 滤波 的 递 推 公式 如 下 : 

@ X, = PÅ + K,(Y, 一 HF); 

© X, = LH' (HLH + R'; 

@ P, = Q — KM; 

@ H, = FP, _,F' + Or; 

@ P, = D(X,). 


WREATH o HR =, WJ 
对 上 二 1， 由 Po 代入 外 可 得 
H, = FPF + rQ, 
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(7.41) 


HQ N K = BA (HILH +R)? (7.42) 


由 下 ,可 代入 中 得 
X, = FX, + 下 | (7 一 HFX,), (7.43) 
这 样 , H X. k= LE ARNE Y Ah C7. 43) 得 到 4 一 1 时 刻 的 
信号 的 最 优 估 值 X. 
为 了 进行 以 下 的 递 推 ， 由 需要 代入 @ 得 


P, = Q — KM (7.44) 
对 于 二 2, 由 P ICA GN L, XAOTIK, RAO, 结 
合 二 2 的 观测 值 Y,， 即 可 得 
X, 一 FX, + K,(Y, 一 HF). (7.45) 
再 将 KK: 回 代 于 @， 可 得 P,， 以 使 为 二 3 作 好 方差 阵 的 递 推 准 
备 . 以 下 对 二 3, 4，*… 即 可 类 推 . 综合 以 上 结果 , 可 以 将 以 上 
递 推算 法 用 图 7. 1 表示 之 . 


yt) 


和 0 


图 7. 1 Kalman 递 推 放 波 算法 框图 
读者 在 以 上 @@ 一 中 的 计算 过 程 中 会 发 现 最 麻烦 的 计算 应 当 
数 @ 式 的 K 值 ， 因 为 其 中 包含 了 对 HILH + R) 求 逆 矩 阵 的 
手续 ， 这 是 很 麻烦 的 事 . 
然而 我 们 可 以 来 看 看 K, 的 作用 和 意义 ， 由 方程 
X, = FX, + W, (7.46) 
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及 Y, = HX, + v, (7.47) 
来 考查 ,由 于 vi 是 白 噪声 列 ， 我们 无 法 作 讶 测 ， 因 此 ， 如 时 知 
jË Xo H 则 对 的 估计 自然 是 (7. 47) rj v, 得 到 的 HX 
HA CO. 46)， ti, T W, 是 噪声 (干扰), MU X, 也 可 以 用 FX- 
来 近似 估计 , 因而 当 X, BJ X, siri, BJ Y, 的 粗略 估计 相 
当 于 是 
Y, = HFX,-.. 《7. 48) 
Wk. Y, 一 HFX,_, Š D.. (7.49) 
相当 于 在 时 刻 , 观测 Y, 与 估计 值 交 二 者 的 误差 量 〈 需 知 : 此 
时 于 上 时刻， 观测 值 已 获得 ,多 ,也 是 已 估计 的 值 )， 因 而 
(7.37) 可 改写 为 
È, = FÊ, + K,(Y, 一 HF, 1) 
= FÅ, , + K,D,. (7.50) 
其 中 第 一 项 FX -可 视 为 直接 运用 状态 方程 (7. 8) 的 第 一 式 , 略 
去 噪声 项 对 itii: m 〈7.50) 的 第 二 项 相当 于 “预测 误 
差 ”的 校正 项 ,从 而 K, 是 第 大 步 ， 预 测 校正 的 系数 ， 或 简称 为 
Kaiman 廊 波 的 增益 系数 . 因此, 为 了 减少 计算 的 复杂 性 , 许多 
应 用 工作 者 简化 K, 的 计算 ， 基 至 于 一 开始 就 对 增益 系数 K, E 
ARARE. 以 下 , 理论 上 我 们 将 指出 在 一 定 条 件 下 当 一 
coit, RKK 有 一 定 的 合理 性 . 
以 上 的 递 推 公式 显然 是 受 (7. 8》 二 个 方程 中 噪声 w, fu v, 
的 状况 的 影响 的 ， 以 p 二 1 一 维 场合 为 例 , M| R、Q 相当 于 噪声 
的 方差 (工程 上 与 功率 有 关 ). 于 是 ,由 递 推 (2)、(4) 看 : 
G) 当 尺 值 变 大 时 ,一般 会 变 小 ， 表 明 在 量 测 方程 中 ， 
若 基 测 噪声 变 大 ,滤波 增益 K, 应 取 小 一 些 ， 
《2) 当 @ 值 变 大 ,往往 也 会 变 大 ， 因 为 IL 增 大 . 
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2.3 非 定常 状态 方程 下 的 Kalman 滤波 ， 


以 上 讨论 的 是 在 方程 7. 8》 的 条 件 下 得 到 的 结果 ， (7.8) 
中 方程 的 系数 F, L, H 都 不 依赖 于 时 刻 大 但是， 在 许多 问题 
中 ， 它 们 可 能 会 随 着 时 间 的 推移 而 发 生变 化 ， 即 状态 方程 变 为 
X, = FX + ,W,, 
i =HX +w ` 
TIREE R E 38 E 4E39 885 Was v, 的 假设 ( 见 (7. 9)— (7.13) 
诸 条 件 ). M Ya) inj 28 X.) 的 最 优 估计 { 总 } E? 
事实 上 读者 不 难 发 现 ， 如 果 记 


(7.51) 


EWW; 一 CO， (7.52) 

Eww; = R,Ə,.,, (7.53) 

及 IL, = F,P,_,F/ + PQ; (7.54) 

则 上 一 节 中 选择 4, 召 矩阵 的 椎 导 都 可 以 平行 地 进行 , 从 而 得 到 
RRIA B'A 

B' = K, = ILH; (HILH! + R) ', (7.55) 

A = (1 — K,H,)F,. (7. 56) 


此 时 有 奖 似 〈7. 37) — (7.40) 的 递 推 关 系 : 
P, = EX, — X) GX, — X, = (Q — K,H OL, 


(7.57) 
X, = F,X,-, + K,(Y, 一 FR) C7. 58) 
K, = LH (HILH; +R) ', 
D, = FPF? + TQ, (7.59) 
P, = D(x.). 


而 递 推 的 程序 和 图 7. 1 是 完全 类 似 的 . 


2.4 关于 Kalman 滤波 的 发 散 问题 . 


从 图 7?.1 及 相应 的 算法 可 以 看 出 ,我 们 是 从 一 个 初 值 出 发 依 
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Kalman 滤波 的 递 推 程序 一 步 步 外 椎 的 ， 凡 是 这 种 玖 代 或 递 推 
都 存在 一 个 “最 后 推 到 何方 ”? 是 接近 真 值 还 是 偏离 真 值 ? 如 果 是 
随机 信号 ， 则 可 问 它 的 误差 阵 P 会 不 会 发 散 ? 
例如 : 假定 我 们 的 模型 为 - 维 的 
X, = FX, +a, 
IÑ =HX. +w 
其 中 H=F=1l,a=3,Q=0,v—¿¿d Evv=0,D06,)=R=1. J 
HA X.=18 E, 假定 P.I, 用 一 个 比较 大 的 数 来 估计 ,如 P 
=100, W ( (7.37) — (7.40) 诸 式 可 具体 化 为 


《7. 60) 


P, = 100, (7.61) 
= Pis (7. 62) 
P, = 0 KDP (7.63) 
- P... 
= 1] 一 
K, = LAL + 1) IFP (7.64) 
或 P, = K,. (7.65) 


设想 对 a 没有 估 准 取 pa RE, 

= ai t D KUY (Ri +). (7.66) 
以 as 一 3，8 一 1 为 例 ， 对 ”一 1024 次 递 推 的 结果 K,, P,= D (X, 
-ÅD 《误差 方差 ) 等 各 值 的 变化 倩 况 如 下 : 


k Kk) K, Pi 

2 6 0.3333 3. 2307 
4 12 0. 2000 1. 2885 
8 24 0 1111 0. 38969 
16 48 5. 8823 E-2 42. 3301 
32 96 3. 0303 E-2 399. 568 


k XG) K, P, 
64 192 1.5384 五 -2 2436. 807 u 
128 384 7.7519 E-3 12233. 29 E 
256 768 3.8910 E-3 55634. 63 
512 1536 1.9493 E-3 239285. 7 
1024 3072 9.7560 E-4 996775. 6 
37.1 


为 了 更 直观 地 了 解 K ffl P, 的 变化 ,对 K, IK k= 1, 2, +", 100. 
如 图 7. 2 所 示 ; IRÉN Æ Pa, k=l, 2, =+, 200, 
其 增长 的 趋势 如 图 7. 3 所 示 . 


其 变化 图 下 


maxf (k) = 0. 5 


W72 32 38 K CBD dkat. 


从 图 7. 2 和 图 7. 3 可 以 看 出 K, 增益 系数 递减 得 非常 快 ,而 误 
差 方差 增加 得 也 太 快 , 事实 上 , 从 上 面 计算 的 Ki 值 可 以 看 出 当 


k KE 


K,= +, 


(7.67) 
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maxf(k) =33053. 57 PŒ 


B73 误差 方差 P; 增长 趋势 
而 pay Ee By. (7. 68) 
以 上 这 一 例子 说 明 当 《> 十 cc 时 ,误差 合 来 傅 大 ,以 致 P (k) 
一 十 co. 研究 其 原因 , 有 二 个 方面 : 一 方面 是 ,我们 对 模型 参数 
“没有 把 握 好 ， 即 事前 没 能 估计 得 准确 . 如果 8 二 a， 则 由 
(7.68) 可 以 看 出 PO 就 不 会 发 散 ; 另 一 原因 是 增益 系数 K, 下 
降 太 快 . 我 们 在 上 一 节 中 已 谈 到 KK 所 起 的 作用 是 调节 误差 . 如 
FK (&) 一 0， 则 到 后 来 在 《〈7. 66》 式 中 第 二 项 几乎 不 起 作用 ， 
对 于 前 一 项 的 误差 不 能 作 “ 及 时 的 修正 *， 从 而 误差 愈 积 愈 大 . 
因此 ， 在 工程 应 用 中 , 也 有 人 建议 : K 当 上 适当 大 之 后 取 为 定 
值 ， 如 


1 (7.69) 


K(k — 1), 0 <£#<M, 
K(k) = 
(k) | M<, 


N 
入 ,为 适当 大 的 整数 . 
例如 ， 以 上 题 为 例 ， 假 定 我 们 对 e 仍 没 估 准 ， 仍 取 8 一 1， 


“一 8 一 2, 所 有 的 公 武 均 不 变 ， 仅 是 〈7. 66) RL (N .=20). 
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Ri 一 (X, , + Ü) + KA Ye 一 《下 -十 PB)) 《7.70) 
其 中 天 G) 用 (7. 69) EX, WPO 误差 方差 值 虽然 不 是 零 ， 
但 和 以 上 算出 的 结果 表 7. 1 相 比 要 小 很 多 。 上 事实 上 在 =】]，2， 
…，1024 范 围 内 可 将 二 者 误差 力 差 对 比如 下 : 
Ë 2 4 8 16 32 64 


P, 3.230 1.2885 0.3896 42.330 399.568 2436.81 


P(k) |2.3557 4.1827? 7.98207 17.83 29.04? 36.01 


J 
k 128 256 512 1024 
P, 12233. 29 55634. 63 239285. 7 996775. 6 
Pk) 37. 947 38.157 37. 93 37. 957 


387.2 
其 中 Pi 表示 用 外,( 见 (7., 64) 式 ) 计 算 的 误差 方差 ;PCk) 表 
MA KODA. 69) 式 ) 计 算 的 误差 方差. 事实 上 ,由 PCe) 的 变 
化 看 当 k 之 128 以 后 ,其 误差 方差 已 基本 上 趋 于 一 个 定 值 ,说 明 
它 不 再 发 散 ,PC() 二 38?, 当 之 128, 这 一 结果 是 正确 的 ,理论 上 
可 以 证 明 , 当 K(k) 取 为 (7, 69) 的 形式 , 则 对 充分 大 的 ,有 
PC) = (N, — 122(8 — ay. (7.71) 


如 上 可 以 看 出 
(No — 1X ~ a)? = (193 — 1)? = 38? (7.72) 
这 和 表 7. 2 的 结果 是 吻合 的 ，( 对 以 上 分 析 有 兴趣 的 读者 可 参看 
中 科 院 数学 所 概率 组 编 (1975) HH. 
对 于 定常 的 状态 方程 
X, = FX, + [W,, 
位 = HX, 十 my 
其 中 状态 的 维 数 为 p. WREN RIGER F, D, H 能 满足 以 下 
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《7.73) 


条 件 
pn 
DJ FIT (Fi > 0, (7.74) 


=o 


aoa 
J Y H'HF > 0, (7.75) 


2 


则 存在 一 个 唯一 的 正定 阵 了 ,使 得 从 任意 的 初始 方差 阵 Ps 出 发 ， 
3 k—=coBf, EA 
P.—P, (7.76) 
RP C7.74) # 7.75) 也 是 所 谓 完全 可 观测 性 和 完全 可 控制 
性 的 充分 必要 条 件 *. 

如 果 以 上 二 个 条 件 能 满足 ,我 们 就 可 以 放心 地 运用 
Kalman 滤波 方法 ， 从 任意 Po 出 发 去 进行 递 推 滤波 而 不 会 使 误 
差 阵 Pi 发散 


2.5 关于 最 优 控 制 的 Kalman 滤波 . 

以 上 讨论 的 都 是 纯 滤 波 间 题 ， 即 讨论 的 基本 方程 为 
《7.73) 形式 ,其 中 没有 控制 项 u. 一 般 的 带 有 控制 项 的 Kalman 
滤波 的 状态 方程 可 表 为 

X, = FX, + Bu,-, + W, (7.77) 
其 中 亚 ， 如 同 以 前 的 规定 一 样 ， 广 B 也 是 pXp HERE, u 是 
BAN, CA X 都 是 pX1 向 量 . 
如 果 双 是 已 知 给 定 的 ， 则 《7. 77) 加 上 量 测 方 程 
Y, = HX, + w (7.78) 
的 Kalman 802 E H A FREAR H: 
P = VAR(X O 为 初始 方差 阵 ， 


* 有 兴趣 的 读者 可 参看 中 科 院 数学 所 概率 组 1975) 的 书 . 
* 198» 


P, = (O — KHIL, (7.79) 


IL = FP, + rQ, 《7. 80) 
K, = ILH' (HILH + R), C7. 81) 

X, = (FÅ. + Bu) + K,(Y, 一 H(FX,_, + Bu,,)). 
(7. 82) 


读者 可 以 将 (7.79) — (7.82) 和 (7.37) — (7.40) 相 比 较 
就 会 发 现 除 了 用 

FX + Bu, (7.83) 
代替 原来 的 FX, Zh, Kaiman 滤波 公式 几乎 完全 一 样 ， 

以 上 是 假定 (m) 均 为 已 知 的 条 件 下 , CH Kalman 滤波 
递 推 公式 现在 来 讨论 最 优 控制 问题 . 

所 请 对 方程 (7.77》 和 (7.78》 的 最 优 控制 问题 是 指 ; 在 
获得 观测 (Yi, 一 1，2，…，N} 我 们 希望 寻找 N 个 控制 变量 
ty， as，…，a&nw-! 使 得 一 种 综合 性 能 指标 达到 最 优 ， 比 如 , 使 得 
二 次 损失 

EtV,) = EÍ Y1ayex, +u, D,- u,..)) C7. 84) 
达 最 小 , 其 C, Æ X, BB £ 825 E OITIR E E ñj HE BE; D,- JE 
u,- BOIT PRE E DIAE EF. 

为 了 解决 这 一 问题 ,我 们 先 来 讨论 非 随机 的 最 优 控制 问题 . 

E, F, BE pX p EBE, JEH: 
X, = FX,-, 十 Ba C7. 85) 
RRA uos us s un E 
x 
Vs = DRICK, + u/ Diit) (7.86) 


达到 最 小 . 
为 此 ， 我 们 先 来 证 明 一 个 矩阵 代数 中 的 定理 ， 
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定理 7?. 1 设 4 是 闫 Xz 正 定 对 称 阵 ,za 无 均 为 圈 X1 的 向 
量 , B 是 mXm 和 矩阵 ， 则 使 
V = u Au + 2X' Ru (7.87) 
达 极 小 值 的 z 为 
u =— A`'B'X (7. 88) 


此 定理 的 证 明 可 以 用 算 阵 微分 的 方法 * : 设 4 是 对 称 正定 
阵 ， 则 


SQ Au) = 2Au, (7. 89) 
d uB) dp) = 
jD = ja BD = B. (7. 90) 
利用 《7.89)、(7. 90) 于 (7.87) 可 得 
SV — 2Au + 2(X' By' 一 0， (7.91) 
u 
即 u=-— A 'B'X. (7.92) 


现在 来 考虑 us, m, es us tE Vy 达 最 小 的 问题 ， 先 来 考 
BREET ' 
V, = XOX, + ty’ -Dyin (7.93) 
对 ww-: 的 最 优选 择 何 题 . 此 时 ,将 (7. 85) 代入 上 述 (7. 93) 式 
可 得 
V, = (FXy. + Buy CnvCPNKN + Büy) 


十 ww Dy us, (7.94) 
= QX, F" + uy BY CHFXN 十 CnBav .,) 
+u Dra us, 


* 可 参看 K. S. Miller (1964). 
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= (X, 
+ Xn’ F'CyvBus -, + uv’ -B'CpBüy. |) 
+ us' Dy ty-i 
= Ky F'CsFX y- 十 2Xw -IFCwBun-， 
+ uy (Dr, + B'COvB)uy- . (7.95) 
从 (7. 95 表达 式 中 可 看 出 第 一 项 不 含 ww- 故 使 内 最 小 的 av-， 
只 需 也 必须 使 
V =u (Dy -1 + BCvBun. + 2 FCrB uw- 
(7. 96) 
达 最 小 .看 (7.96) 为 定理 7. 1 中 的 《7. 87) 形式 ， 则 使 Y 最 小 
的 uv- 由 《7.88) 知 
uka = (Dy, + BCwB) (BC FX, (7.97) 
而 最 优 的 〈 最 小 的 》Y; 是 
V,' 一 CnFKN -十 2XN I F'CoBus ， 


+ G.) Dy- + B'O,BDuk i. (7.98) 
记 Ax = (Dx, + B'CvB) B’ Cy. (7.99) 
利用 Cs，Dw-_1 对 称 正定 阵 的 性 质 ，(7. 98》 中 的 uk- H 
uk- =— AFX yi (7. 100) 
代入 并 加 以 整理 
Vi = XFCEPXN, — 2X AF'CNBAwF XN 
+ Ky! aF'Ay' B'CsFXy-, (7.101) 


= Kw F (C, — 2CuBAy + An' BCNFXN (7.102) 
然而 CnBAw = CuB (Dy + BCNB) 'B'Cy. 
利用 Cv, Dy ,对 称 正定 阵 性 质 ， 可 得 
(CBAN) = (CyBAv)’ = A' xB'Cy. (7.103) 
简化 (7.102) 为 
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V,' = X LF (Cy — CBAs )FX yi 


或 V = X FC Q — BAv)FX yi. (7.104) 
< H, = CsU — BAs), (7.105) 
则 V = Xv FIFY y- (7.106) 


当 ui EZE, RIE uv-fE 


x 
V,= X) (X/CX,+u/ D, u) (7-100 


Ii 
达 极 小 ,其 中 Cu-,，Dw-, 是 二 个 给 定 的 对 称 正 定 加 权 和 矩阵 ， 此 
时 ， 可 将 Vs 改写 为 
V,= XV Cx Xn- Tuy! Dw -ty- + Vi. (7.108) 
38 V AI (7.106) 代入 ， 可 得 
V,= X Cw Xy, + Ky! I F'H FX. , uw’ sDy_ zw z 
= Xx CCw + F'IEF)X, + uy’ LD. aav 
(7.109) 
令 Gs ,一 Cv_ + F'IFE, (7.110) 
则 可 表 
V, = Xy Gry + ux Dy usa. 《7.111) 
和 7. 93) 相 比 可 看 出 形式 完全 一 样 ， 只 是 (7. 111) 中 的 Gw-， 
代替 了 《7. 93) 中 的 Cx, 而 由 Cw-1 之 0 知 Gw-: 也 是 正定 对 称 阵 ， 
因为 由 IL 的 (7.105) 人 性质 它 是 对 称 并 使 《7. 106》 达 最 小 ， 而 
Vi 22018. 
利用 前 面 的 结果 不 难看 出 使 Vy, 达 最 优 的 uv-: 应 当选 择 为 
(参看 (7.97) R) 
Wg =— (Dy , + BG B) (B Gy- F)X y-o 
(7.112) 
令 An- 一 (CD 十 BOv -BCBGwD)， (7.113) 
+ 202+ 


Je 一 Gu -GT 一 BA ， (7.114) 
则 使 VB MEB) E: 

Ta 一 PN (7.115) 
读者 不 难看 出 , 以 二 的 方法 可 以 不 断 推 延 下 去 . 一 般 地 , 对 处 = 
0，1，2，…，N 一 1， 其 最 优 控制 变量 为 


uaii = — Ax-,FXs- 1: 《7. 116) 
其 中 
如 一 (Du 十 到 Guw-iB) :BC D)， (7.117) 
Gri = Cra + F'iyin F, (7.118) 
Hyaa = Guai — BAw). (7.119) 


约定 Gs=Cr. 并 由 (7.115) 式 可 看 出 ， 对 《7. 86) 达 极 小 值 
的 Vw 只 能 是 
V; = X',F'H.FX, (7.120) 
这 样 ， 将 7.116) 的 诸 最 佳 (uhi k=0, 1, 2, =, N— 
1} 代入 最 原始 的 方程 《7. 85) 则 可 得 如 下 的 结果 : 
we 一 了 Eve i F B(— Ax PXy., i)» 
或 X, ,= Q — BAs- DPK 大 一 0,1, 2 N — 1. 
(7.121) 
这 样 ， 我 们 可 以 归纳 出 以 下 的 定理 : 


定理 7. 2 设 模 型 方程 为 
X, = FX, ,+ Bi 
RPF, B 为 pXp HER, X mW pX, 求 一 系列 
最 优 控制 变量 wi ，w? s -1 使 得 对 给 定 的 (C, j=l, 2, 
“o N} 及 {Das j=1, 2, =, N} 对 称 正定 矩阵 加 权 系数 
所 组 成 的 
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V. = DRCK, +u, ID, 1) 


= 


达 最 小 , 则 (usa #=0, 1, 2, ==, N—1) 是 由 《7, 116) 
~ (7.119) 所 确定 的 ， 此 时 V; 最 小 值 由 《7. 120) 表示 . 


这 样 ， 对 观测 到 的 Xo Xi，…，Xw-,， 相 应 地 可 以 确定 最 
优 控制 变量 u, a, s uko 并 由 此 , 由 《7.121) 可 推出 
的 值 ， 而 整体 看 ， 它 们 使 ww 达到 最 小 . 

以 下 我 们 来 看 带 有 随机 项 的 最 优 控制 问题 。， 此 时 ， 假 定 状 
态 方程 为 


X, = FX,_, + Bu, + [W,, 
i (= W ü (09. 122) 


Y, = HX, + v.. 
T H # ë — B 22 9ç1E Së W) I £ Sr BE (C,, j=l, 2, +=, 
N) K {Dms j=1, 2, =, N), 希望 求 一 串 最 优 控制 变量 zx , 
m's 《它们 是 观测 (Y) 的 函数 )， 使 得 如 下 指标 
" 
EVs) = 六 ECX'CX, + uD (7.123) 
达 最 小 值 . 
其 结果 如 下 (证 明 此 处 略 去 )， 最 优 的 控制 变量 是 
一 下 (7.124) 
其 中 Aw H (7.117) — (7.119) 所 定义 ， 而 ini EFA 
W (Y,) 对 Xw--! 的 最 佳 线性 估计 ,在 本 章 第 五 节 中 已 介绍 了 
《7.77) ，(7.78) 状态 方程 下 的 Kalman 滤波 ， 它 由 (7.79) 一 
《7. 82) 组 成 递 推 公式 ， 其 中 的 wm- EAA uE. 
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83 状态 方程 的 AR 建 模 法 


3.1 问题 的 提出 . 

在 以 上 介绍 的 Kalman 最 优 滤波 与 控制 方法 中 可 以 看 出 ， 
它们 的 根本 出 发 点 是 一 对 状态 方程 , 即 模型 方程 与 量 测 方程 . 在 
许多 实际 科学 研究 或 工程 问题 中 ， 量 测 方程 


Y, = HX, + v, (7.125) 

比较 容易 从 实际 问题 的 背景 中 加 以 确定 ， 如 在 通信 中 有 
y = Dihina T+ o (7.126) 
HFR, (zo teo …} vo y HAEA, r 相当 于 信号 


序列 , v, ER ED DERE (如 Gauss HIRE), 而 (Ao, 
ho o h) 相当 于 信号 在 空间 传播 过 程 中 的 衰减 系数 ， 而 
(7.120) 就 是 一 个 很 好 的 “多 径 模型 ” 然而 如 何 才能 获得 模型 
方程 
X, = FX, + W, (7, 127) 

呢 ? 在 许多 工程 问题 中 , 如 飞行 器 、 人 造 地 球 卫 星 等 的 控制 问题 
中 ,这些 控 制 对 象 的 运动 规 道 往往 有 一 定 的 方程 来 描述 ， 如 遵 
从 力学 的 运动 的 微分 方程 等 。 如 果 用 离散 时 间 来 表示 则 往往 可 
用 差分 方程 来 近似 描述 , 这 就 可 以 导致 获得 类 似 (7. 127) 的 模 
型 方程. 
但 是 ， 也 有 大 量 的 问题 它 原本 并 无 类 似 上 而 所 说 的 运动 方 
程 ， 例 如 电话 通信 等 问题 . 因此， 我 们 无 法 直接 表示 出 它 的 模 
型 方程 ， 于 是 人 们 问 : 如 果 对 一 个 观察 对 象 X,， 我 们 能 够 获得 
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它 的 大 量 样本 X, Xo s Xv, 是 否 可 以 尽 可 能 准确 地 获得 它 
的 模型 方程 呢 ?由 于 这 一 问题 比较 难 , 所 以 许多 数学 工作 者 和 工 
程 理论 家 认为 这 可 能 是 Kalman 滤波 在 许多 领域 不 好 推广 的 原 
因 之 一 . 

事实 上 , 应 该 提醒 注意 的 是 : 如 果 一 个 多 维 序列 X, MRE 
满足 (7.127) BFR, WEER F fü W, 给 予 适当 的 ， 不 太 
严 的 限制 , 则 数学 上 可 以 证 明 X, 将 是 一 个 马尔 科 夫 序列 . 这 种 
序列 有 一 特点 , 即 筷 ,的 未 来 ,比如 Xu+- (rz>>0) 它 只 依赖 于 天 
的 当前 值 Xo 而 与 它 的 “历史 ”状况 ,如 (Xe k2>0) 无 关 ! 
许多 自然 界 的 现象 确实 具有 这 种 性 质 ， 例 如 : 研究 生态 中 某 一 
种 昆虫 在 :年 里 的 成 虫 数 ， 显 然 未 来 成 虫 数 的 多 少 只 决定 于 今 
年 的 数量 而 与 历史 上 有 多 少数 量 无 关 .， 然而 这 种 马尔 科 夫 性 质 
显然 是 很 强 的 一 种 要 求 . 更 多 的 是 :未 来 aa 二 r 时 刻 开 ,+ 的 值 不 
仅 决 定 于 当前 X, 而且 与 历史 上 一 段 经 历 有 关 ， 因此， 理论 上 
讲 并 不 是 任意 的 观察 或 研究 对 象 都 具有 马 氏 性 ， 都 能 用 
(7.127) 来 描述 的 . 


3.2 ZARO) 序列 . 


W X.= (X, G), , X, G) E p 维 的 随机 变量 序列 ， 
E(X,G)32<4 +co ,二 1,2,…,p, 若 对 任意 整数 1,r 均 有 
EX, Œ) =a k= 1,2, p, (7.128) 
EX,G + DX) = Bult), — H tr fl k, 1 = 1,2, p, 
(7.129) 
则 称 X, 是 p EFRA aO 和 z,G) 被 称 为 是 平稳 相关 的 ， 
间 以 前 一 样 ,我 们 也 假定 EX0) = 0, = 1,2,…,n. 以 后 
我 们 称 
RCT) = ( But)) auqa = 0, + 1, + 2,---, (7.130) 
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为 X, 的 相关 和 寂 阵 或 协 方差 阵 , 读者 不 难看 出 相关 函数 ROR 
有 以 下 性 质 ， 


RO) > 0, (7.131) 
R' G, — t) = RG, — t) (7. 132) 
假设 p 维 平稳 序列 X, 满足 以 下 的 随机 差分 方程 
X, = FX, , + 6, (7.133) 
其 中 下 是 pXp 的 实 方 阵 ， 并 且 
det (I — Fz) = PG) (7.134) 
的 根 皆 在 单位 圆 外 ， 并 且 s。(pX1 维 向 量 〉 满足 
Ese, = Dô, 《7.135》 


HH Uet (Do) 0, WPK X, X ARCO) 模型 ， 
例如 : 设 & = (8 GO.,s,G))' 是 标准 白 噪声 序列 ,De = 
doo (CRANE), X, 满足 以 下 的 方程 


X, t E. (7.136) 


x 

I 
xl- |= 
ul- vj 


其 中 
P(z)= det(I — Fz) 


l 


一 一 部 (Sz 一 (十 6) (7.137) 
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AIME, nme, KERTA, 

可 见 (7, 136) 满足 AR(1) 模型 的 条 件 ,X, 是 一 个 AR(1) 模 
型 , 它 具 有 马尔 可 夫 性 质 . 

又 如 ,Grenander 和 Rosenblatt 讨论 过 他 们 的 经 济 模型 : 设 
X,G) 表 上 时 刻 某 商品 的 价格 ,用 XCt) 表 上 时 刻 的 供给 量 , 则 
(X,G),X,G)) = 天 遵从 以 下 的 模型 

a) = brt) + m (z), 
po =ar — 1) + G), a,b > 0. 
办 (2) ,Vz(1) AREARE. 

《7. 138) 接 述 了 供求 关系 . 当 上 一 时 刻 价格 zi 一 1) 高 ， 
则 下 一 时 刻 供应 量 z, GO) 也 增多 ; 而 一 旦 供应 量 多 了 , 则 由 第 一 
个 方程 看 价格 反倒 会 降下 来 显然， 可 以 将 7.1389 写成 


(7.138) 


1 ó| [mG] _ 10 o| [z G-1) mG) 
k | Eel- a al =G 一 D bo 
(7,139) 
xz) _ | — ab 9) [z,G — 1) TO] 
Eol- a ol Ee 一 D+ Ee) 
(7.140) 
EE) = G) — hE), 
其 po = mG) . (7.141) 
而 P(z) = det | 路 
a 0 
1 十 ebx 0 
-| | 1t ate 
(7.142) 
的 根 是 = 一 一 点 ，o，b>0， (7. 143) 
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则 要 lzel > 1 HAH ab < 1. (7.144) 
et) 1 二 如 —6 
m vefo 一 6 1 | 
(7.145) 
zx DERRER. wJ L Grenander 一 Rosenblatt 经 济 模型 
= (X, G),X,G)) 满足 (7.140) H ARC) 模型 ， 其 中 
— ab o | 


Jee &(0)) = | 


F= 


《7. 146) 
a 0 


定理 7.3 iX 5 p * ARG) 模型 
X, = FX, + s,. (7.147) 
其 中 det (1 一 Fx) 的 根 缘 在 单位 圆 外 , Rn) 是 ,的 协 方差 阵 ， 
则 有 以 下 的 方程 成 立 
RO) — FRO) = 0. 《7. 148) 
证 明 利用 (7.147), 右 端的 下 -可 用 FX-: 十 5, 代 之 ,而 
这 里 的 ,又 可 用 FX,-s 十 6-: 代 之 ， 等 等 ， 这样 下 去 ， 可 有 
X= DP (7.149) 
的 表达 式 . 
于 是 对 (7. 147)， 
EGX,., OX?) = FEX, * X) + ECanX,), 
RO) = FRO) + > (Esa 8! OY. (7.150) 
利用 (7. 135) A BRPSPEJBE , C7. 150) 可 表示 为 
RO) = FR), 
即 (7. 148) 式 或 F = ROR (0), (7.151) 


我 们 以 前 介绍 过 RC(r) 中 的 元 素 B. (r)( 见 本 章 (7.130) 一 
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《7. 129) 式 ?可 以 从 样本 出 发 来 求 
Bu) 一 FD Gs 十 xs) k,l = 1,2 0. 
(7.152) 


因此 ， MRE Xi, Xar os Xn 出 发 , ERRO 可 以 用 (名 (7)) 
来 近似 估计 ， 特 别 c= of, 


BuO = EDLO, ka = 12.7", 


BD = st Dz), b = 125 p. 


(7.153) 
这 样 〈7. 151》 的 估计 

P= R (DRO) 0.159 
也 可 以 获得 ， 从 而 X, 的 模型 可 近似 为 

Xai = FX, +E. (7.155) 


其 中 & 的 方差 阵 DP 可 以 证 明 ( 见 谢 惠 洁 (990) 5) 392 
D, = R(0) 一 FR' (1) = R(0) — FR(0)F'. (7.156) 
如 用 样本 估计 之 ， ATRA 
D, = R 0) — P R OF”. (1.157) 
请 读者 注意 , 我 们 以 上 对 观测 对 象 X, 能 够 给 它 一 个 模型 方 
程 (7.155) 的 描述 , 其 前 提 是 ; 我 们 假定 它 具有 前 画 说 的 马尔 
科 夫 性 质 一 一 即 “X, 的 未 来 只 决定 于 现在 而 与 历史 无 关 ” 如 果 
不 具备 这 一 性 质 ， 上 述 用 AR(1) 来 描述 效果 就 不 一 定 会 好 . 
另 一 种 可 能 的 途径 是 对 一 维 的 x E), 先 利 用 第 六 章 中 讲述 
的 方法 〈 参 看 定理 6. 7 及 有 关 判 阶 的 内 容 )， 从 z( 世 的 样本 >, 
Zat zu 出 发 先 求 样 本 相关 函数 (6. 129348 YoY Ymy JE 
解 Yule-Walker FAAO A, eg? ,5 一 12) mx) mas 
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=O( VN), RAA ACOR BICGs) 判 阶 可 得 拟 合 的 阶 数 p, 
从 而 使 x(t) 有 一 个 一 维 的 AROR 
za) Pr — 1) + + + pra — p) = helt). 
(7.158) 
Hh a=g”, k=1, 2, +, pib = 0,(p). (7.159) 
E (7.158) 出 发 我 们 可 以 构造 一 个 准 状 态 方程 如 下 : 
首先 将 (7.158) 改写 成 


= =— Panat W. (7.160) 
其 中 WW 二 ee (8 ， 也 是 独立 同 分 布 的 白 噪 声 , 则 可 列 出 以 下 方 


0 1 0 
Tk-ptl 0 1 
Tr -pte 
=| 0 
TE 1 
=P 一 多 -R -A 
=, ° 
Z=, ° 
EJW (7.161) 
0 
Th 1 1 


即 可 将 (7. 161) 表 成 

X, = FX, 1 + [W,. (7.162) 
其 中 到 = (morly tip “5 zo BE px 813, r= (0， 
0，*…，1)' 也 是 pX1 维 向 量 ，W 是 1X1 的 序列 ， 
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F=| 0 Mooon (7. 163) 
1 
—@ on n TR TA 
称 为 的 转移 矩阵 . 

最 后 , 我 们 还 要 证 明 ， 这样 建立 的 模型 方程 《7. 162》 WJ F 
确实 满足 (7.134) 的 条 件 , 即 特征 多 项 式 det (1 一 Fz) = PG) 
的 根 皆 在 单位 圆 外 . 

为 此 ， 我 们 先 看 一 个 3 阶 的 ， 此 时 (7.163) 对 应 的 特征 多 


项 式 
P(z) = det (I — Fz) 
1 0 0 0 z 0 
= ° 1 |- 0 z 
0 0 1 —@ —@ — Az 
1 一 > 0 
=|o 1 一 = 
az az 1 二 nz 
=| Dg 一“ "| 
pz l+ ze 1 -z 
=! TZ Dg 
@ l+ hz 
= 1+ @z + (~ 1)’ (2)(— z) 
+ (~ 1) (gx) 
= 1 + @z + gz + Pz’, (7.164) 


然而 对 3 阶 AR (D HRR Eo po A), 我 们 在 定义 (1. 117) 
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《注意 那里 的 a 相当 于 我 们 这 里 的 一 #) 中 已 要 求 
Plz) = 1 + @z tpr + Pz: 
的 根 皆 在 单位 回 外 ， 可 见 3 阶 的 特征 多 项 式 
det — Fz) Æ 0,|z] < 1 
用 以 上 类 似 的 方法 可 以 证 明 


P (z) = det(I — Fz) 


1 -z 
1 —z 0 
=|0 5. Q (7.165) 
1 一 > 
多 = Piz pz 1+ @z|,o, 
1 一 多 
1 ~z 0 
=] 0 
1 一 z 
Pz Pz be 
十 (一 Dp) 
一 > 
1 -x 0 
x ` . 
0 1 T #|o=no-p 
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1 -z 0 
一 | 0 
1 =z 
Ps Pp- ° Rz 1+@z|o-bo-D 
+ C— DD ge) GD"! (7.166) 


而 (7-166) 有 端 为 十 Ppz*， 而 《7. 166) 第 一 项 和 “7.165) 的 
形式 一 样 ， 因 而 可 得 


P (z) = det(I 一 Fz) 
1 —z 


0 
1 一 > 
Pz e pr I+ Az 
F @% z”! + @z* 
《1 + @z) + pz? + e + part + gz. 
(7.167) 
显然 ， 它 是 AR(z) 的 (7,.158) 的 D), H AR(p) 要 求 的 条 件 ， 
@G) 二 P(z) 关 0,]z| 扩 1. 这样 就 完整 地 证 明了 (7. 162) 确 实 是 
一 个 维 的 AR(p) 模 型 ,因为 令 a=W, RARER H RR 
持 . 
以 上 这 一 方法 是 由 一 维 序列 z G) 出 发 , 利用 它 的 样本 z 
Tiet zs 构造 出 了 一 个 如 维 的 AR(1) 多 维 模型 方程 . 如 果 再 
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加 上 适当 的 基 测 方程 就 可 以 进行 Kalman 滤波 ， 而 每 次 得 到 的 
估计 天,,: 的 最 后 ~ 个 分 量 , 由 (7.161) 知 就 是 x+ 要 求 的 最 优 
估计 值 . 当 我 们 的 目的 是 对 某 一 个 一 维 过 程 作 滤 波 或 估计 时 ,以 
上 方法 都 是 有 效 的 


$4 Kaman 滤波 在 对 流 层 散射 通信 中 的 应 用 


散射 通信 是 利用 空间 对 流 层 散射 传播 的 物理 特性 ， 即 利用 
发 收 天 线 波 东 交叉 范围 内 大 气 的 不 均匀 性 引起 的 散射 现象 来 实 
现 通信 ， 它 的 最 大 优点 是 不 必 架 设 通信 线路 ， 而 且 通 信 跨 距 很 
长 ， 一 跳 可 达 数 百 公里 之 远 ， 因 此 在 军事 上 特别 受到 重视 ， 但 
是 由 于 接收 信号 是 由 收发 天 线 波束 交叉 的 那 部 分 公共 体积 内 的 
电波 经 多 次 反射 而 形成 的 许多 分 量 之 和 ， 各 分 量 由 于 经 历 的 路 
程 长 短 不 局， 使 到 达 接 收 点 的 时 间 有 差异 ， 形 成 不 同 的 传输 延 
B (参看 图 7. 4)， 并 且 由 于 大 气 不 均匀 的 随机 性 就 使 得 每 个 分 
最 都 带 随 机 性 


图 7.4 散射 通信 示意 图 
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假设 发 射 的 序列 (信号 ) 为 re， t=0, +1, +2, =, WE 
径 传播 到 达 接收 端 时 ， 其 接收 信号 可 表 为 


Paf 
x = J hatia + w. (7.168) 


其 中 为 量 测 接受 ) 过 程 中 释 加 进来 的 白 噪 声 ，(ho， A eeo 
hs-1} 是 信号 在 空间 传播 过 程 中 不 同 路 径 〈 时 刻 ) 的 衰减 系数 ， 
我 们 的 任务 就 是 要 从 (s) 的 观测 值 出 发 来 恢复 原来 的 信号 
{x} 的 序列 , {ha}。 7! 在 许多 场合 是 事先 已 测 的 . 

很 明显 ， 要 由 (y) 恢复 {x,}， 只 加 强 信 号 的 功率 是 不 行 
的 , 因为 (x) AA, (7.168) 中 除了 hor 之 外 , 其它 多 径 干扰 
(Zii hra) 也 随 之 加 强 . 因此 , 在 通信 工程 历史 上 曾 有 人 认为 
这 种 现象 引起 的 误 码 率 是 不 可 压缩 的 〈 不 能 减少 的 ). 随后 唱 信 
工程 师 就 想 出 各 种 “均衡 ”方法 来 克服 信号 间或 码 间 的 干扰 . 

本 文 的 思路 是 : 先 对 二 信号 作 极 大 粮 准 则 下 的 建 模 , 得 到 
AR(m 7 横 型 后 再 用 8 3 中 介绍 的 扩张 方法 将 变 成 m 维 的 
ARCO) ,得 到 模型 方程 ,随后 用 (7. 158) 成 为 一 对 状态 方程 , 再 用 
$ 2 中 介绍 的 Kalman 滤波 公式 ,逐步 递 推出 (恢复 )z, 信号 序 
列 , 其 中 量 测 方程 用 


Y, = BX, + v, (7.169) 
Y,=y, 是 一 维 的 ,v, 也 是 一 维 序 列 〈 白 噪声 ) ， 
H = (hpirhs, 2" hi ho) (7.170) 
基 1X 疡 的 矩阵 ， 则 
1 
六 17) 


即 为 〈7. 169》 的 量 测 方程 . 
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县 体 说 来 ， 假 定 由 一 系列 的 实验 我 们 得 到 了 信号 的 样本 
zi， Za o ans 并 由 此 确定 了 它 的 拟 合 AR) 模型 为 
xz, 一 Sian + + @s,, ó = 6. (7.172) 
其 中 a=—0.617, @=—0.478, #=0.139, p=0. 108, p= 
9.059, =—0. 034; 0.636 480 38, s 是 iidN(0 ，1) 标准 
GRAFA, 量 测 方 程 (7. 171) 的 H HR, 由 我 国 某 电波 传播 
研究 所 在 华北 某 地 实地 量 测 得 以 下 数据 
£ D 1 2 3 4 5 6 


h, —0.68 | 0.86 一 0.07 | 一 0.03 | —0.02 | —0.01 | 0.00 


37.3 

首先 ， 我 们 产生 一 批 独立 同 分 布 的 N (0,158 RAF 
列 e(t)， 青 利用 以 上 列举 的 参数 (1, pe uo p) 和 适当 参数 
可 以 产生 任意 长 的 《7.172) 的 x G) 序列 . 图 7. 5 就 是 300 个 这 
样 的 AR (6) 序列 . 


E75 ARG) 的 300 个 样本 序列 
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B. MARIO 与 原 信号 +G) 图 
随后 再 产生 一 批 与 (1) 相 互 独 立 的 NC0,1) 白 噪声 序列 
PE) ,v0 二 G6。*9(1) ,并 利用 表 7. 389 (h (k) ,二 0,1,2，,…，5}) 来 构造 
yG@) = (— 0.01, — 0.02, — 0.03, — 0. 07,0. 86, — 0.68) 


Ts 


Ts 
eE] o 0. (7.173) 

Ti-a 

Ki 
具体 参数 取 “一 10,o 一 1.0, 则 yO- z(z) 二 者 的 差别 由 图 7.6 
示 出 . 从 图 中 可 看 出 yG) 5 zt) 已 相去 其 远 ,而 且 ye) rE SR 
声 比 信号 x(#) 已 强 许多 许多 倍 . 从 样本 方差 估计 ,y(z? 的 方差 
SH, > 的 中 的 信号 成 分 hoz(4) 的 方差 ox, 二 者 比值 
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9k, L6 


zi~ jg X 0.68 — 8.7 X 103, (7.174) 
从 幅度 上 看 的 信号 只 占 量 测量 中 的 1/10. 所 以 从 yG) 已 无 法 看 


出 x(#) 的 样子 . 
以 下 用 我 们 介绍 的 前 几 节 讲 的 Kalman 滤波 方法 ， 从 被 严 
重 牌 曲 的 yo) 中 尽 可 能 地 恢复 出 z G) 信号 序列 . 
为 了 更 方便 于 计算 ,针对 我 们 的 模型 方程 
X, = FX + Wa (7.175) 
Ep FRiki (7.163), P= (0，0，…，1)， 则 可 以 对 
(7.58) 加 以 具体 化 (以 下 p=); 


X, = FX, + K,(Y, 一 HFR, 1). (7.176) 
其 中 
0 1 0 = O 
0 1 = O 
HF = (h,-, h, y "t ,hy ha) 0 
. 1 
P Pa Pa = A 


GES: KEH a 相当 于 (7.160 中 的 一 由, ) 
HF = (hogp rho 十 和 入 -1 下 + hop). C7.177) 
若 引 进 = 0,HF= (HF,, HF, e, HF,), 


(7.178) 
则 HF, = hpsia H hopyrissk = 1,2,0, p. (7.179) 
L X.= (EAEC), o 《7.180) 
Zell1) 
w HF = (HF HF, HF |™ O 
Z AC) 
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A 


和 
= JHF,- (D — $Q). 《7.181) 
它 是 一 维 的 . 
由 K = LH (HDH + R), 《7. 182) 
其 中 R=Eyw =o, : (7.183) 
L = (G) exe = FPF + ToT’, 
N, — FPF’ + oiT. 
r0 0 == O 
Rh r= 0 0 
lo, < 0, 1 
从 而 L Bg G. 2639 
LG j) 
Í F 2 FG,OP CI DEGO + ,Bi = j= p, 


mi 


P 2 FG, P a DEG). 4 j> P, 


gal 


9.184) 
而 P, =(1—K.H5N, 
= KHIL. (7. 185) 
其 中 
HI, = GQ, hy vh ALG, j)) 
=(P n G.D. = 12rb), 
(7.186) 
LE = (HUL: = (DD = 1,2,--: p)' 


= {DDh j= 12... p)", 


| 
° (7.187> 

X HWI +R= hapise h. ho) 
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Ar 


X (WD) hps |+ oy 


ho 
= DD A jhr + 82. 


《7. 188) 
它 是 一 维 的 故 由 (7.182), (7.187) 和 (7.188) 得 


1 s: A 
K, = RIAR | EDD = (KOK), 


(7.189) 
它 是 户 x 1 维 向 基 , 而 HYUHR 为 (7.188) 式 的 简 记 , 并 由 此 得 
K) 
P=Ę-—]|: 
Kip) 


i , 
x {PhD DALU) 
各 PT 
即 P,G.,j) = G, j) — K,G) 
e 
e DhU jij = 2p. 
fi 


š (7.190) 
Eh (7.176) 及 (7.181) # (7.189) 可 得 
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AD 0% 0 Lil) 
aw : 4,02) 
: 0 i 
+C) o 1 Emn 
Poon o A 
K0) 
K2) 
二 | OG) — HFa). 


K,(p) 
(7.191) 
RE 
AD = AEH) + KOYO — GD), 
I= 1,20, 0 — 1, 


: 
Bp) = Dirdal) HKI 一 (G) 


(7.192) 
再 由 《7. 161》 看 (7.192) PJI — rt +, (0) BZ z, Pe 
列 的 预测 值 . (7.192) 中 的 了》(&》 是 由 (7.181》 定 义 的 。 

由 《7.190) 得 到 的 P 代入 《7. 184) 中 的 P, (YE RRETA 
Hou 再 将 它 代 入 (7.186), (7.188). (7.189) Ti Ka 将 
(7.192) 代入 (7-181) 可 得 了》 合十 1)、 于 是 回 到 (7.192) 可 
得 二 + 向 量 及 rt 的 预测 值 . 再 回 到 (7. 190) 可 得 Pot, 及 IL 
等 等 . 一 开始 ， 为 了 敬 代 可 取 各 向 量 为 0 向 量 ， 图 7.7 和 7. 8 为 
《7. 173》 的 滤波 效果 ， 
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图 7,7 原 信号 序 列 = (O 与 接收 信号 y G) 的 记录 


st g 


图 7.8 WAEH fo 与 原 信号 = GQ) 
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§5 Kalman 滤波 在 心电图 整形 中 的 应 用 


以 下 我 们 再 尝 一 个 Kalman 滤波 在 心电图 记录 ECG) 中 的 
应 用 ， 此 工作 见于 D. Drozen (1990)*， 

在 心 电 分析 工 作 中 首先 直到 的 问题 是 如 何 将 ECG 记录 中 
的 外 加 混入》 噪声 去 掉 然 后 才能 作 进一步 的 分 析 工 作 ， 图 7. 9 
是 一 此 ECG 混 有 噪声 的 图 形 ， 它 需要 加 以 “整形 ”， 尽 可 能 将 
REER. 


B79 一 张 混 有 噪声 的 ECG 记录 

然而 许多 常规 的 小 波 实质 上 是 对 于 平稳 随机 信和 号 来 设计 
的 ,而 ECG 却 是 非 平 稳 的 过 程 ， 因 此 ， 在 信号 慢 变化 的 段落 ， 
我 们 希望 能 是 “ 低 遂 滤波 ”性 质 、 对 噪声 能 有 较 强 的 抑制 ;而 
在 千 近 信号 出 现 的 快 变化 的 段落 则 希望 能 有 “高 通 ”或 “ 带 
通 ” 滤 波 的 功能 ， 显 然 ， 用 第 二 章 线性 系统 的 观点 看 ， 定 常 参 
数 的 滤波 是 做 不 到 以 上 这 种 带 “时 变 功能 ”的 滤波 的 . 然而 , 在 
本 章 第 三 节 中 已 介绍 ，Kalman 滤波 可 以 设计 为 对 非 平稳 信和 号 


* REREH D. Drozen (1990). Vector ECG and Symmetncal Kalman Fil- 
tering. In; Cybernetics and Systems’90 Robert Trappl ed. , 511-516, World Seienti- 
fic, Singapore. 
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进行 有 效 滤波 的 工 其 . 
许多 文献 都 指出 ECG 信号 的 状态 方程 可 描述 为 

Ta = Z (Lu. (7.193) 
其 中 z, K k RÄ ECG 信号 值 ，ws 通常 称 为 模型 噪声 ， 观 测 方 
程 可 简单 表 为 

z = z, + u- (7.194) 

vi 是 不 时 刻 的 蕉 加 噪声 。{zs} 序列 是 可 以 加 以 利用 的 观测 值 
(a) 是 独立 同 分 布 的 正 态 嗓 声 : 


Eu, = 0 一 Qu, Ette, = Òs Q,. (7. 195) 
而 w tB Ë iid 正 态 白 噪 声 ， 与 Gal 独立 ,并且 
Evu, = RƏ,,,. (7.196) 
F: 
FE=1, = LI = 1. 
IL, — Pt Q (7.197) 
k= LH h 
+ HUP +R IFR 
_ P, +Q, 
= (7. 198) 
£ = £ + Kaler — ia) 
= + Pt ; 
= f, 1 十 万 Q, + R: =i a) 
<7. 199) 
并 且 P, = (, ~ KHL 
= — KƏ) 
_ Pute 
Pit- p TR 
= (P, +Q) R 


Pita HR 
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_ ROP, +Q) 
P, = P. TO LR. (7.200) 


这 样 ,由 P. 出 发 , 取 o 一 0, 利用 (7.197)，(7.198)，(7.199)， 
C7. 200) 即 可 对 观测 {zs} 序列 进行 滤波 . 

在 应 用 当中 ， 存 在 的 问题 是 如 何 去 确 定 上 述 滤波 公式 中 所 
TEH RA Q, iË. HFR 由 状态 方程 上 看 它 是 观测 过 程 中 外 
加 进 的 噪声 , 因此 可 以 利用 停止 发 射 信 号 的 办 法 来 记录 z, 从 而 
得 到 的 记录 ,并 由 本 书 第 一 章 中 介绍 的 公式 可 求 出 RR 的 估计 
值 . 国难 的 是 非 平稳 的 z, 序列 的 方差 Q, 如 何 估计 , 以 下 介绍 一 
种 实用 方法 : 

由 公式 (7.193) — (7.194) 可 知 


Za = Z, + v, 
C7. 201) 
Z 1 S ia F U 
二 者 之 差 
Za — Zai = Z, — We 
== + v Va 《7. 202} 


其 中 利用 了 状态 方程 (7.193), TE 
(z — zai)? = uË + 2u,(0, — 0-4) + G, — we), 
Elei 一 x) = Eu + Eu — wi) + EG, — vi)? 
= Q, + E$ 一 20, + v) 
=Q, + R + R — 2Evw. (7.203) 
利用 
Evro = 0. (独立 性 ) 
则 Elz, 一 za- 32 = Q, + 2R, (7.204) 
如 果 在 观测 方程 (7. 194》 中 ,噪声 w 不 太 强 , 或 说 信 品 比比 较 
K, W (7. 204) 的 主要 成 分 应 是 Q. 值 ，2R 是 不 大 的 常数 ， 为 
了 更 好 地 实用 化 ,我 们 将 《7. 204) 写成 算术 平均 的 流动 形式 
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Q. = g D Ga — ma) 205) 


以 上 虽然 从 理论 上 看 有 些 粗糙 ,但 却 是 相当 实用 化 的 方法 ， 
并 获得 了 很 好 的 效果 ， 

图 7.10 是 对 图 7. 9 的 记录 进行 Kalman 滤波 〈 即 运用 
C7. 205), (7.197) — (7. 200》 系列 公式 进行 运算 ) 的 结果 . 从 
图 中 可 以 看 出 Katman 滤波 对 心电图 的 整形 是 相当 真实 的 ， 不 
仅 消除 了 噪声 ， 而 且 和 真实 的 心电图 《图 中 的 实 线 ) 相差 很 小 
(图 中 的 砷 线 为 Kalman 滤波 的 结果 》, BRERA DETARE, 
然而 与 图 7. 9 相 比 已 经 有 相当 大 的 改善 , D. Drozen 文中 还 与 通 
常 的 常 搞 滤 波 相 比 , 效果 优 于 后 者 , 有 趣 的 是 作者 基于 ECG 可 
以 记录 后 处 理 《 非 实时 处 理 ) 的 情况 还 提出 了 一 种 “向 后 ” 
Kalman 滤波 ， 这 是 针对 我 们 通常 的 Kalman 滤波 称 为 “向 
前 ”Kalman 滤波 ) .而 言 ， 读 者 可 注意 到 通常 Kalman 滤波 于 上 
时 刻 只 用 了 时刻“ 以 前 ”的 资料 ， 作 者 建议 可 以 再 进行 一 次 
“以 后 ”资料 的 Kaiman 滤波 ; 然后 将 二 者 (“向 前 ”与 “向 
E 组 合成 对 称 形 的 Kalman 滤波 .事实 证 明 其 效果 更 佳 . 


图 7. 16 JE ECG 图 与 对 图 7. 9 进行 Kalman WRAP At ECG 图 
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P) 


围 7. 11 Kaiman 滤波 中 P, 的 变化 图 


ss 


图 7. 12 利用 (7.205) 或 对 Q EIT Aiit BBA z ERG 
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